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5 混合状態，二準位系，射影測定，オブザーバブル，同時測定可能性
(課題1) 混合状態，二準位系
(1) 密度作用素を用いる意義について簡単に説明せよ
(2) Bloch球表示について簡単に説明せよ
(3) Bloch球表示において純粋状態であるための必要十分条件について述べよ

(課題2) 射影測定，オブザーバブル，同時測定可能性
(1) 射影測定の定義を述べよ
(2) エルミート作用素の関数の定義を述べよ
(3) オブザーバブルと射影測定の関係を述べよ
(4) 二つのオブザーバブルA, Bが両立するための条件について述べよ
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5.1 混合状態と密度作用素の意義

� 混合状態は固有値分解によりρ =
r∑

i=1

λi |ei〉〈ei| (r ≥ 2) と書けた．

これは純粋状態ρi = |ei〉〈ei|が確率λiで発生する状態とも見なせる（←メリットもデメリットある）．
� 純粋状態ρi = |ei〉〈ei|であるとき，POVM M = {Mx}x∈Xで測定した場合の確率は，

P (x|i) := Tr ρiMx = Tr(|ei〉〈ei|)Mx = 〈ei|Mx |ei〉

� 発生する状態iと，測定値xの同時確率は，

P (i, x) := P (i)P (x|i) = λi Tr(|ei〉〈ei|)Mx

� どの状態が発生したか知りえない観測者にとって，測定値xの確率は，周辺分布をとることで，

P (x) =
r∑

i=1

P (i, x) =
r∑

i=1

λi Tr(|ei〉〈ei|)Mx = Tr

( r∑
i=1

λi |ei〉〈ei|
)
Mx = Tr ρMx

密度作用素は測定値xの確率P (x)を上記の形で「一意的に」与える作用素である．
� 純粋状態の確率混合による記述は一意的ではない！

ρ =
1

2

(
1 0
0 1

)
=

1

2

(
1
0

)(
1 0

)︸ ︷︷ ︸
0度偏光

+
1

2

(
0
1

)(
0 1

)︸ ︷︷ ︸
90度偏光

=
1

2

(
1√
2
1√
2

)(
1√
2

1√
2

)
︸ ︷︷ ︸

45度偏光

+
1

2

(
1√
2

− 1√
2

)(
1√
2
− 1√

2

)
︸ ︷︷ ︸

135度偏光

どの状態が発生したか知りえない観測者にとっては仮想的な状態記述であり，冗長である．
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5.2 二準位系のBloch球表示

� H = C2における密度作用素を扱う．

ρ =

(
a b
c d

)
(a, b, c, d ∈ C)

� エルミート条件より，

ρ =

(
a b
c d

)
=

(
a c

b d

)
= ρ∗

これより，a, d ∈ R, b = c であり（実数パラメータ4自由度），Tr ρ = 1より，a+ d = 1

（実数パラメータ4− 1 = 3自由度）．
� 次の実数パラメータを導入（Stokesパラメータ）．

a =
1 + z

2
, d =

1− z
2

, b =
x− iy

2
, c =

x+ iy

2

このとき，

ρ =
1

2

(
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

)
� ρの半正定値性を保証するためには(x, y, z)に条件が必要．

ρ ≥ 0 ⇐⇒ ρはエルミートかつ固有値λ1, λ2 ≥ 0
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固有値を求めると（計算省略），

λ1 =
1 +

√
x2 + y2 + z2

2
, λ2 =

1−
√
x2 + y2 + z2

2

λ1 ≥ λ2であるから次の条件が得られる．

ρ ≥ 0 ⇐⇒ x2 + y2 + z2 ≤ 1� �
Lemma 1 (Stokesパラメータ，Bloch球表示).

（Bloch球） S :=


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ 1

 （半径1の球の表面＋内部）

とおくと， xy
z

 ∈ S 7→ ρ =
1

2

(
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

)
∈ S(H)

は全単射（1対1）かつaffine（凸結合を保存する）な写像である．� �
（注意）ρが純粋状態 ⇐⇒ x2 + y2 + z2 = 1 ⇐⇒ (x, y, z)はBloch球表面にある
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5.3 射影測定 (PVM, Projection Valued Measurement)

POVM（復習）：測定値X = {1, 2, . . . , a}をもつ
測定は，

Mx ≥ 0 (x ∈ X ),
∑
x∈X

Mx = I

を満たす作用素の組により表される．

M = {M1,M2, . . . ,Ma} = {Mx}x∈X� �
Definition 1. POVMの特別な場合として，す
べてのx ∈ XについてMxが射影子であると
き，射影測定とよぶ．� �� �
Lemma 2. {Mx}x∈XがPVMのとき次式が
成立．

MxMy = δx,yMx

すなわち，{Mx}x∈Xは互いに直交する部分空
間への射影子の集合である（直交直和）．� �

（証明）x = yのとき，MxMx =Mxは射影子の性
質から自明である．x 6= yのとき，MxMy = 0を
示す．

I −Mx =
∑
x′ ̸=x

Mx′

︸ ︷︷ ︸
Myが含まれる

≥My ≥ 0

であるから，以下の系と補題により，

TrMx(I −Mx)︸ ︷︷ ︸
=Tr(Mx−M2

x)=0

≥︸︷︷︸
系

TrMxMy ≥︸︷︷︸
補題

0

であり，不等式の等号が成立．よって，補題の等
号成立条件よりMxMy = 0．

Lemma 3 (復習). A ≥ 0, B ≥ 0のとき，

TrAB ≥ 0 （等号成立 ⇔ AB = 0）

（系） A ≥ 0, B ≥ Cのとき，

TrAB ≥ TrAC （等号成立 ⇔ A(B − C) = 0）
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5.4 オブザーバブル(observable)� �
Lemma 4. エルミート作用素A ∈ L(H)と，実数値(a1, a2, . . . , am)を測定値にもつPVM E =

{Ek}mk=1は1対1に対応する．

A =

m∑
k=1

akEk
1対1←→ PVM E = {Ek}mk=1 と測定値 (a1, a2, . . . , am)

Definition 2. エルミート作用素A ∈ L(H)をオブザーバブル（観測可能量, observable）という．� �� �
Lemma 5. 状態ρ ∈ S(H)におけるオブザーバブルAの期待値は次式で与えられる．

Eρ[A] = Tr ρA� �
（証明）確率PE

ρ (k) = Tr ρEkで測定値akが得られるから，トレースの線形性により期待値は次式で計算
される．

m∑
k=1

akP
E
ρ (k) =

m∑
k=1

ak Tr ρEk = Tr ρ

( m∑
k=1

akEk

)
= Tr ρA

（注意）密度作用素ρ ∈ S(H)は期待値線形汎関数のリースベクトルである．

A ∈ L(H) 7−→ Eρ[A] = Tr ρA = 〈〈ρ,A〉〉

（期待値計算ルールの非可換化）
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5.5 エルミート作用素の関数� �
Definition 3. Aをエルミート作用素，f : x ∈ R 7−→ f(x) ∈ Rを実数値関数とするとき，

スペクトル分解A =
m∑

k=1

akEk を用いて，f(A)を次式で定義する．

f(A) :=

m∑
k=1

f(ak)Ek （ただし，固有値はfの定義域に入っているとする）

� �
（定義の妥当性, well-definedかどうか？）

� f(x) = x2のとき（普通にA2を計算する場合と，上記定義が一致して欲しい！）

A2 =

( m∑
k=1

akEk

)( m∑
ℓ=1

aℓEℓ

)
=

m∑
k=1

m∑
ℓ=1

akaℓEkEℓ︸ ︷︷ ︸
δk,lEk

=
m∑

k=1

a2kEk =
m∑

k=1

f(ak)Ek = f(A)

� f(x) = xnのとき同様にして，f(A) = An (n ∈ N) −→ f(x)が多項式の場合well-defined

� f(x)がテーラー展開f(x) =
∑∞

n=0 cnx
nを持つとき，

f(A) =

m∑
k=1

f(ak)Ek =

m∑
k=1

( ∞∑
n=0

cna
n
k

)
Ek =

∞∑
n=0

cn

m∑
k=1

ankEk︸ ︷︷ ︸
An

=

∞∑
n=0

cnA
n

テーラー展開の式でxをAに置き換えた作用素に等しい！（本当は無限和の順序交換の議論が必要）
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5.6 スペクトル射影は作用素Aの多項式で書ける� �
Lemma 6. エルミート作用素Aのスペクトル分解をA =

m∑
k=1

akEk とすると，

k = 1, 2, . . . ,mについて関数fk(x)が存在して，

fk(A) = Ek （スペクトル射影はAの関数で書ける）� �
（証明）

fk(A) =
m∑
ℓ=1

fk(aℓ)︸ ︷︷ ︸
δk,ℓ

Eℓ = Ek (k = 1, 2, . . . ,m)

となる関数があればよい．実際，

fk(x) :=

∏
ℓ ̸=k(x− aℓ)∏
ℓ ̸=k(ak − aℓ)

とおけば，fk(ak) = 1, fk(aℓ) = 0 (ℓ 6= k)である（Lagrange補間）．

ポイント� �
� エルミート作用素Aはスペクトル射影で書ける（スペクトル分解定理）
� 逆に，スペクトル射影はエルミート作用素Aで書ける� �
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5.7 同時測定可能性

� �
Theorem 1 (同時測定可能性). A, Bをオブ
ザーバブル（エルミート作用素）とし，

A =
∑
k

akEk, B =
∑
ℓ

bℓFℓ, (1)

をスペクトル分解とする．このとき，以下は
同値である．

(i) A, Bは可換 (AB = BA)

(ii) すべてのk, ℓについてEk, Fℓは可換
(iii) あるPVM {Gk,ℓ}が存在して，

Ek =
∑
ℓ

Gk,ℓ, Fℓ =
∑
k

Gk,ℓ

� �
（証明）(i) ⇒ (ii): Lemma 6よりEk, Fℓは

Ek =
∑
i

αk,iA
i, Fℓ =

∑
j

βℓ,jB
j

のようにA, Bの多項式で書ける．このことから
(i)を仮定すると(ii)が成立．
(ii) ⇒ (iii): (ii)を仮定する．Gk,ℓ := EkFℓが

PVMになることを確認する．射影子であること
（代数的特徴付け）の確認：

G∗
k,ℓ = (EkFℓ)

∗ = F ∗
ℓ E

∗
k = FℓEk = EkFℓ = Gk,ℓ

G2
k,ℓ = (EkFℓ)

2 = EkFℓEkFℓ = E2
kF

2
ℓ = EkFℓ = Gk,ℓ

和が恒等作用素になることの確認：∑
k

∑
ℓ

Gk,ℓ =
∑
k

∑
ℓ

EkFℓ =
∑
k

Ek

∑
ℓ

Fℓ = I

これらより，Gk,ℓ = EkFℓはPVMであり，

∑
ℓ

Gk,ℓ = Ek

(∑
ℓ

Fℓ

)
= Ek

∑
k

Gk,ℓ =

(∑
k

Ek

)
Fℓ = Fℓ

となって(iii)が成り立つ．
(iii) ⇒ (i): PVM {Gk,ℓ}は可換であり，(iii)を仮
定すると，スペクトル分解(1)より，A, Bは
{Gk,ℓ}で書かれるから可換である．
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5.8 同時測定可能性の意味

準備：任意の状態について期待値が同じなら，同一のオブザーバブルである� �
Lemma 7. A,B ∈ L(H)について以下は同値である．

(i) A = B

(ii) 任意の状態ρ ∈ S(H)についてTr ρA = Tr ρB

(iii) 任意の純粋状態ρ ∈ S(H)についてTr ρA = Tr ρB� �
（証明）(i)⇒ (ii)⇒ (iii)は自明．(iii)⇒ (i)を示す．(iii)を仮定すると，任意の単位ベクトル |ψ〉 ∈ H
(‖ψ‖ = 1)について，ρ = |ψ〉〈ψ|として，

0 = Tr ρA− Tr ρB = Tr |ψ〉〈ψ| (A−B) = 〈ψ| (A−B) |ψ〉

よって，任意の |x〉 ∈ Hについて，規格化されたベクトルを |x′〉 = 1
∥x∥ |x〉とおけば，

〈x| (A−B) |x〉 = ‖x‖2 〈x′| (A−B) |x′〉 = 0

が導かれる．よって，以下の補題よりA−B = 0である．� �
Lemma 8 (復習，第4回3.3節). 以下の条件は同値である．

(i) A = 0

(ii) ∀x, y ∈ H, 〈x,Ay〉 = 0

(iii) ∀x ∈ H, 〈x,Ax〉 = 0� �
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同時測定可能性の意味� �
PVM E = {Ek}, F = {Fℓ}, G = {Gk,ℓ}と状態ρ ∈ S(H)について，

PE
ρ (k) := Tr ρEk, PF

ρ (ℓ) := Tr ρFℓ, PG
ρ (k, ℓ) := Tr ρGk,ℓ

とおく．Theorem 1の同時測定可能性(iii)を仮定すると，

PE
ρ (k) =

∑
ℓ

PG
ρ (k, ℓ), PF

ρ (ℓ) =
∑
k

PG
ρ (k, ℓ)

が成り立つ．逆に，任意の状態ρ ∈ S(H)について上式がなりたつならば，Lemma 7より，同時測定
可能性(iii)が成り立つ．このことから，

� オブザーバブルA, Bが可換
⇐⇒「任意の状態についてA, Bの測定値の同時分布を与えるPVM G = {Gk,ℓ}」が存在する
（オブザーバブルAとBの測定が両立する）
� オブザーバブルA, Bが非可換
⇐⇒「任意の状態についてA, Bの測定値の同時分布を与えるPVM」は存在しない．
（オブザーバブルAとBの測定は両立しない）� �
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