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7 部分トレース，極分解，特異値分解
(課題)

(1) 部分トレースの定義を述べよ
(2) 部分トレースの操作的意味を述べよ
(3) 等距離作用素 (isometry) の定義と意味を述べよ
(4) ユニタリ作用素の定義と意味を述べよ
(5) 正規直交基底{|ei〉}ni=1, {|fi〉}ni=1を対応させるユニタリ作用素を示せ
(6) 極分解定理を述べよ
(7) 特異値分解定理を述べよ
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7.1 部分トレース

同時確率分布P (x, y)から周辺分布P (x) =
∑

y P (x, y) を計算する操作に対応� �
Definition 1. 部分トレース(partial trace)

TrB : X ∈ L(HA ⊗HB) 7−→ TrB X ∈ L(HA)

を以下で定義する．

(i) X = XA ⊗XBのとき，TrB X := XA · (TrXB)

(ii) 一般のX ∈ L(HA ⊗HB)については(i)を線形拡大して定義する．� �
一般のX ∈ L(HA ⊗HB)は，HAの基底{|ei〉}mi=1 (m = dimHA)，HBの基底{|fk〉}nk=1 (n = dimHn)

により，

X =

m∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

xi,j,k,l |ei〉〈ej | ⊗ |fk〉〈fl| (1)

と表される（前回の復習）．(ii)の線形拡大とは，

TrB X =
m∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

xi,j,k,l |ei〉〈ej | · Tr(|fk〉〈fl|)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

( n∑
k=1

xi,j,k,k

)
|ei〉〈ej | (2)
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7.2 部分トレースの性質（リースベクトル）� �
Lemma 1. XAB ∈ L(HA ⊗HB)に対して，部分トレースをXA := TrB XABとおくと，

∀YA ∈ L(HA), TrXAB(YA ⊗ IB) = TrXAYA (3)� �
（証明）両辺ともXABについて線形であるから，XAB = MA ⊗NBのときに(3)を示せばよい．左辺は

Tr(MA ⊗NB)(YA ⊗ IB) = Tr(MAYA ⊗NB) = (TrNB)TrMAYA

である．XA = TrB XAB = (TrNB)MAであるから，右辺は

TrXAYA = (TrNB)TrMAYA

となって両者が一致することが示された．

部分トレースはリースベクトル（の共役）である� �
（Hilbert-Schmidt内積が入っている）Hilbert空間L(HA)上の線形汎関数

fXAB
: YA ∈ L(HA) 7−→ fXAB

(YA) := TrXAB(YA ⊗ IB)

を考えると，リースの表現定理から，次式を満たすZA ∈ L(HA)が一意に存在する．

∀YA ∈ L(HA), fXAB
(YB) = 〈〈ZA, YA〉〉 = TrZ∗

AYA

(3)よりZA = X∗
Aであり，(3)を部分トレースの定義にしても良いことが分かる．� �
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7.3 部分トレースの計算方法� �
Lemma 2. XAB ∈ L(HA ⊗HB)に対して，HBの基底を{|fk〉}nk=1 (n = dimHn)とすると，

TrB XAB =

n∑
k=1

(IA ⊗ 〈fk|)XAB(IA ⊗ |fk〉) (4)

� �
完全性条件

n∑
k=1

|fk〉〈fk| = IB を用いると，任意のYA ∈ L(HA)に対して，

TrXAB(YA ⊗ IB) =

n∑
k=1

TrXAB(YA ⊗ |fk〉〈fk|)

=
n∑

k=1

TrXAB(IA ⊗ |fk〉)(YA ⊗ 1)(IA ⊗ 〈fk|)

=

n∑
k=1

Tr
[{
(IA ⊗ 〈fk|)XAB(IA ⊗ |fk〉)

}
YA

]
(∵ YA ⊗ 1 = YA)

= Tr

[{ n∑
k=1

(IA ⊗ 〈fk|)XAB(IA ⊗ |fk〉)
}
YA

]
リースベクトルの一意性（Lemma 1と注意）より(4)が示された．
［(1)(2)式を用いて直接計算しても示される］
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7.4 部分トレースの性質� �
Lemma 3. XAB ∈ L(HA ⊗HB)について，

(i) TrAB XAB = TrA(TrB XAB)

(ii) (TrB XAB)
∗ = TrB X∗

AB

(iii) XAB ≥ 0 =⇒ TrB XAB ≥ 0� �
（証明）(i) (3)においてYA = IAとおけばよい．(ii) XA = TrB XABとおく．(3)の両辺について複素共
役をとると，任意のYA ∈ L(HA)について，

TrX∗
AB(Y

∗
A ⊗ IB) = Tr(YA ⊗ IB)

∗X∗
AB = TrXAB(YA ⊗ IB) = TrXAYA = TrY ∗

AX
∗
A = TrX∗

AY
∗
A

YA ∈ L(HA)は任意であるから，Y ∗
AをYAに置き換えて，

TrX∗
AB(YA ⊗ IB) = TrX∗

AYA (∀YA ∈ L(H))

これは，(3)とリースベクトルの一意性より，X∗
A = TrB X∗

ABを意味する．
(iii) (4)を考える．XAB ≥ 0を仮定すると，以下の補題でC = (IA ⊗ |fk〉)とおくことで，
(IA ⊗ 〈fk|)XAB(IA ⊗ |fk〉) ≥ 0 であるから

TrB XAB =
n∑

k=1

(IA ⊗ 〈fk|)XAB(IA ⊗ |fk〉) ≥ 0

Lemma 4. A ≥ 0 =⇒ C∗AC ≥ 0

（証明）A ≥ 0と仮定すると，任意のベクトル |x〉 ∈ Hについて，〈x|C∗AC |x〉 = 〈Cx|A |Cx〉 ≥ 0
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7.5 部分トレースの操作的な意味

合成系の密度作用素ρAB ∈ S(HA ⊗HB)について，部分トレースρA := TrB ρABは(3)より半正定値で
あり，(1)よりTr ρA = Tr ρAIA = TrAB{ρAB(IA ⊗ IB)} = 1 であるから，HA上の密度作用素である．

部分トレースの操作的な意味� �
合成系の密度作用素ρAB ∈ S(HA ⊗HB)について，部分トレースをρA := TrB ρABとすると，
HA上の任意の測定 (POVM) M = {MA

x }x∈Xについて

Tr ρAB(M
A
x ⊗ IB) = Tr ρAM

A
x (x ∈ X )

（系Aのみに測定を行い，系Bに何もしなかった場合の，系Aでの確率を記述）� �
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7.6 等距離作用素とユニタリ作用素

Definition 2 (等距離作用素).

V : H −→ Kが等距離作用素(isometry)
def⇐⇒ ∀ |x〉 , |y〉 ∈ H, 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉
⇐⇒ ∀ |x〉 , |y〉 ∈ H, 〈x, V ∗V y〉 = 〈x, y〉
⇐⇒ V ∗V = I

等距離作用素は内積（計量＝長さと角度）を保存する作用素である．

Definition 3 (ユニタリ作用素).

U : H −→ Kがユニタリ作用素(unitary) ⇐⇒ Uが isometry，かつU∗が isometry

⇐⇒ U∗U = I かつ UU∗ = I

U∗ = U−1となることに注意！ユニタリ作用素は，自身と逆作用素が共に内積を保存する作用素である．

Definition 4 (部分等距離作用素).

V : H −→ Kが部分等距離作用素(partial isometry) ⇐⇒ (KerV )⊥に制限したとき，V は isometry

（注意）KerV := {|x〉 ∈ H |V |x〉 = 0}

Lemma 5. V をpartial isometryとすると，V ∗V は(KerV )⊥への射影子である．

（証明）|x〉 = |y〉+ |z〉 (|y〉 ∈ (KerV )⊥, |z〉 ∈ KerV )を直交直和分解とすると，
V |x〉 = V |y〉+ V |z〉 = V |y〉であり，(KerV )⊥上でV は isometryであるから，
V ∗V |x〉 = V ∗V |y〉 = |y〉．これはV ∗V が(KerV )⊥への射影子であることを意味する．
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7.7 ユニタリ作用素は基底の対応である

Lemma 6. U : H −→ Kをユニタリ作用素とすると，Hの正規直交基底{|ei〉}ni=1に対して，{U |ei〉}ni=1

はKの正規直交基底である．

（証明）Uは isometryであるから，〈Uei, Uej〉 = 〈ei, ej〉 = δi,j であり，特にdimH ≤ dimK．
U∗も isometryであるから，Kの正規直交基底{|fi〉}mi=1に対して，{|U∗fi〉}mi=1はHの正規直交系となり，
dimH ≥ dimK．これらより，dimH = dimKであり，{U |ei〉}ni=1はKの正規直交基底である．

Lemma 7. dimH = dimK =: nとする．任意のHの正規直交基底{|ei〉}ni=1とKの正規直交基底
{|fi〉}ni=1に対して，ユニタリ作用素U : H −→ Kが存在して，

|fi〉 = U |ei〉 (i = 1, 2, . . . , n)

（証明）

U =
n∑

k=1

|fk〉〈ek|

とおくと，

UU∗ =

( n∑
k=1

|fk〉〈ek|
)( n∑

l=1

|el〉〈fl|
)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

|fk〉 〈ek | el〉 〈fl| =
n∑

k=1

|fk〉 〈fk| = I

同様にして，U∗U = Iが示され，Uがユニタリ作用素であることが分かる．さらに，

U |ei〉 =
( n∑

k=1

|fk〉〈ek|
)
|ei〉 =

n∑
k=1

|fk〉 〈ek | ei〉 = |fi〉
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7.8 極分解 (Polar Decomposition)� �
Lemma 8. 作用素A : H −→ K, B : H −→ K′について以下は同値

(i) A∗A = B∗B

(ii) ∃V : K′ −→ K (partial isometry)，A = V B かつ (kerV )⊥ ⊇ ImB� �
（証明）(ii) ⇒ (i):

A∗A = (V B)∗V B = B∗V ∗V B = B∗P(KerV )⊥B = B∗B

最後の等式では，任意の |x〉 ∈ HについてP(KerV )⊥(Bx) = Bxであることから，P(KerV )⊥B = Bである
ことを用いた．
(i) ⇒ (ii): 最初に以下が写像であることを示す．

V : Bx ∈ ImB ⊆ K′ 7−→ Ax ∈ ImA ⊆ K (5)

任意の |x〉 , |y〉 ∈ Hについて，

〈Bx,By〉 = 〈B∗Bx, y〉 = 〈A∗Ax, y〉 = 〈Ax,Ay〉 (6)

|x〉 = |y〉 = |z〉 − |z′〉とすれば，

‖B(z − z′)‖ = ‖A(z − z′)‖ (∀ |z〉 , |z′〉 ∈ H)

であるから，Bz = Bz′ならばAz = Az′である．すなわち，(5)がImB上の写像であることが示された．
これが線形であることは容易に確かめられる．さらに，(ImB)⊥でのV の行き先を0と定義すれば，(6)

よりV はpartial isometryであり，kerV = (ImB)⊥から，(kerV )⊥ = (ImB)⊥⊥ = ImB
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（注意）先のLemma 8において，(kerV )⊥ = ImBとなるpartial isometryは（作り方から）一意である．

Definition 5 (絶対値作用素). 作用素A : H −→ Kについて，|A| :=
√
A∗A (|A| : H −→ H)� �

Theorem 1 (極分解定理). 作用素A : H −→ Kについて，
partial isometry V : H −→ Kが存在して，A = V |A|� �

（証明）B = |A|とおけば，B∗B = B2 = A∗Aが成り立つ．よって，先のLemma 8を適用すればよい．

（注意）

(i) 極分解定理において，(kerV )⊥ = Im |A|となるpartial isometryは一意である．
(ii) 有限次元Hilbert空間において，AがH上の作用素A : H −→ Hである場合，

V をユニタリ作用素に取ることが出来る．
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7.9 特異値分解(SVD, Singular Value Decomposition)

Theorem 2 (特異値分解(1)). 任意のm× n行列Aに対して次の分解が出来る．

A = UΛV （U : m×mユニタリ行列，Λ: m× n行列，V : n× nユニタリ行列） (7)

Λ =



λ1

λ2 0
. . .

λr

0

0 . . .

0


(λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0, r = rankA) (8)

Theorem 3 (特異値分解(2)). 作用素A : H −→ Kについて，Hの基底{|ei〉}ni=1，Kの基底{|fj〉}mi=1を
任意に固定するとき，

A = UΛV （U : K −→ Kユニタリ作用素，V : H −→ Hユニタリ作用素） (9)

Λ =

r∑
k=1

λk |fk〉〈ek| (10)

と出来る．

Definition 6. λ1, . . . , λrを特異値 (singlar value)とよぶ．
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7.10 特異値分解定理の証明

特異値分解(2)で，基底を標準基底に取ると，特異値分解(1)になる．→特異値分解(2)を証明する．

m = dimHとおき，A = V ′|A|を極分解とする．|A|の固有値分解により，

|A| =
m∑

k=1

λk |ak〉〈ak| =
r∑

k=1

λk |ak〉〈ak| (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0)

ここで，rは |A|のゼロ以外の固有値の数であり，r = rank |A| (= rankA)である．
また，{|ak〉}mk=1は固有ベクトルからなるHの正規直交基底である．これより，

A = V ′|A| =
r∑

k=1

λkV |ak〉〈ak| =
r∑

k=1

λk |bk〉〈ak| (|bk〉 := V |ak〉 6= 0)

V ′がpartial isometryであることから |b1〉 , . . . , |br〉はK上の互いに直交するノルム1のベクトルであり，
基底の延長定理により，K上の正規直交基底

|b1〉 , . . . , |br〉 , |br+1〉 , . . . , |bn〉 (n = dimK)

が作れる．よって，

|ek〉 = V |ak〉 (〈ek|V = 〈ak|) (k = 1, . . . ,m), U |fk〉 = |bk〉 (k = 1, . . . , n)

となるユニタリ作用素U , V が存在し，これを用いると，

U

( r∑
k=1

λk |fk〉〈ek|
)

︸ ︷︷ ︸
=Λ

V =
r∑

k=1

λk |bk〉〈ak| = A
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