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13 量子f -ダイバージェンス，量子Steinの補題
(最終レポート，その２) 今週中にSlackに出題します．締切は2020年9月7日の予定です．
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13.1 前回までの復習� �
Lemma 1 (第12回, Lemma 2). 任意のエルミート作用素Aについて，

A+ = A{A > 0} (1)

TrA+ = TrA{A > 0} = max
0≤T≤I

TrAT (2)� �� �
Lemma 2 (第12回, Lemma 6). 任意のエルミート作用素A, Bについて，

min
0≤T≤I

{TrA(I − T ) + TrBT} = TrA− Tr(A−B)+ (3)

ここで，最小化はS := {A−B > 0}で達成される．� �� �
Lemma 3. 上記をρn, σn ∈ S(Hn)の仮説検定問題に適用

min
0≤Tn≤In

{αn(Tn) + enaβn(Tn)} = min
0≤Tn≤In

{Tr ρn (In − Tn) + ena TrσnTn} (4)

= 1− Tr(ρn − enaσn)+ (5)

最小化はSn(a) := {ρn − enaσn > 0}（量子Neyman-Pearson検定）で達成される．� �
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� �
Definition 1.

ψ(s) := log Tr ρsσ1−s (6)

φ(a) := max
0≤s≤1

{as− ψ(s)} (7)� �� �
Lemma 4 (前回, Lemma 7). 任意のa ∈ Rと任意のn ∈ Nについて，

1

n
logαn(Sn(a)) ≤ −{φ(a)− a} (8)

1

n
log βn(Sn(a)) ≤ −φ(a) (9)� �
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13.2 量子Steinの補題：direct partの証明� �
Lemma 5. 任意のa < D(ρ||σ)について，

αn(Sn(a))
n→∞−→ 0 (Tr ρnSn(a)

n→∞−→ 1) (10)� �
（証明） ψ(s), φ(a)のグラフより，a < D(ρ||σ)ならばφ(a)− a > 0である．
よって，(8)より題意が示される． □� �

Lemma 6. 任意のa ∈ Rと任意のn ∈ Nについて，

βn(Sn(a)) = TrσnSn(a) ≤ e−na Tr ρnSn(a) ≤ e−na (11)� �
（証明） 定義より，

Tr(ρn − enaσn)Sn(a) = Tr(ρn − enaσn){ρn − enaσn > 0} ≥ 0 (12)

であるから，移項して，

Tr ρnSn(a) ≥ ena TrσnSn(a) (13)

両辺をenaで割ればよい． □
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� �
Definition 2 (復習).

β∗
n(ε) = min { βn(Tn) | Tn : test, αn(Tn) ≤ ε } (14)� �� �

Theorem 1 (量子Steinの補題). 任意の0 < ε < 1について，

lim
n→∞

1

n
log β∗

n(ε) = −D(ρ||σ) (15)� �� �
Theorem 2 (direct part). 任意の0 < ε ≤ 1について，

lim sup
n→∞

1

n
log β∗

n(ε) ≤ −D(ρ||σ) (16)� �
（証明） 任意のa < D(ρ||σ)について，Lemma 5より，十分大きなすべてのnについて，αn(Sn(a)) ≤ ε

よって，β∗
n(ε)の定義より，

β∗
n(ε) ≤ αn(Sn(a)) ≤ e−na (17)

ただし，最後の不等式はLemma 6を用いた．これより，

lim sup
n→∞

1

n
log β∗

n(ε) ≤ −a (18)

a < D(ρ||σ)は任意であったから，a↗ D(ρ||σ)の極限をとると，題意が示される． □
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13.3 作用素単調関数� �
Definition 3. 区間J ⊆ Rにおける実関数f : J ⊆ R −→ Rを考える．
（固有値が関数fの定義域Jに含まれている）任意のエルミート作用素A, Bに対して，

A ≤ B =⇒ f(A) ≤ f(B) (19)

が成り立つとき，fは作用素単調関数 (operator monotone function) であるという．� �
Example 1.

� f(t) = log tは作用素単調関数
� f(t) = ts (s ∈ [0, 1])は作用素単調関数
� f(t) = ts (s /∈ [0, 1])は作用素単調関数ではない
� f(t) = −1/t は作用素単調関数（インバースは作用素逆単調）
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13.4 作用素凸関数� �
Definition 4. 区間J ⊆ Rにおける実関数f : J ⊆ R −→ Rを考える．
（固有値が関数fの定義域Jに含まれている）任意のエルミート作用素A, Bに対して，

tf(A) + (1− t)f(B) ≥ f(tA+ (1− t)B) (0 ≤ ∀t ≤ 1) (20)

が成り立つとき，fは作用素凸関数 (operator convex function) であるという．� �
Example 2.

� f(t) = − log tは作用素凸関数
� f(t) = t log tは作用素凸関数
� f(t) = −ts (s ∈ [0, 1])は作用素凸関数
� f(t) = ts (s ∈ [−1, 0] ∪ [1, 2])は作用素凸関数
� f(t) = ts (s /∈ [−1, 0] ∪ [1, 2])は作用素凸関数ではない
� f(t) = 1/t は作用素凸関数（インバースは作用素凸関数）
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13.5 相対モジュラーオペレーター� �
Definition 5 (左作用，右作用).

LA : X ∈ L(H) 7−→ AX ∈ L(H) （左掛け算作用） (21)

RB : A ∈ L(H) 7−→ AB ∈ L(H) （右掛け算作用） (22)� �
任意のX ∈ L(H)に対して，LARBX = AXB = RBLAX であるから，LAとRBは可換である．� �

Definition 6. 相対モジュラーオペレーター (relative modular operator)を
∆A,B := LARB−1で定義する．すなわち，

∆A,B : X ∈ L(H) 7−→ ∆A,B(X) = AXB−1 ∈ L(H) (23)

簡単のため，∆ = ∆A,Bと書くこともある．� �� �
Lemma 7.

(i) A ≥ 0のとき，LA ≥ 0

(ii) B ≥ 0のとき，RB ≥ 0

(iii) A,B ≥ 0のとき，∆A,B ≥ 0であり，特に∆A,Bはエルミート� �
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（証明） 任意のX ∈ L(H)について次式が成り立つことがら，(i) (ii) が成立．⟨⟨
X,LAX

⟩⟩
= Tr

[
X∗AX

]
= Tr

[(√
AX

)∗(√
AX

)]
≥ 0⟨⟨

X,RAX
⟩⟩
= Tr

[
X∗XA

]
= Tr

[(
X
√
A
)∗(

X
√
A
)]

≥ 0

(iii) LAはRB−1は半正定値で可換であるから，∆A,B = LARB−1 =
(
L
1/2
A R

1/2
B−1

)2 ≥ 0 □

� �
Remark 1 (別の考え方). 密度作用素ρ, σ ∈ S(H)に対して，

〈X,Y 〉−ρ := Tr ρX∗Y, 〈X,Y 〉+σ := Trσ Y X∗ (24)

とおくと，これらはL(H)上の半双線型形式(sesquilinear form)で，ρ > 0, σ > 0のとき内積になる．
相対モジュラーオペレーター∆σ,ρは次式を満たす作用素として定義してもよい．

〈X,∆σ,ρY 〉−ρ = Tr
[
ρ ·X∗ · σY ρ−1

]
= TrσY X∗ = 〈X,Y 〉+σ (25)

上式でX = Y とすれば，

〈X,∆σ,ρX〉−ρ = 〈X,X〉+σ ≥ 0 (26)

であるから，∆σ,ρ ≥ 0が分かる．特に，∆σ,ρはエルミート作用素である．� �
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13.6 量子f -ダイバージェンス� �
Definition 7.

DX
f (ρ||σ) := 〈X, f(∆)(X)〉−ρ (X ∈ L(H)) (27)

Df (ρ||σ) := DI
f (ρ||σ) = 〈I, f(∆)(I)〉−ρ = Tr

[
ρ · f (∆σ,ρ) (I)

]
=

⟨⟨
ρ1/2, f (∆σ,ρ) ρ

1/2
⟩⟩

(28)� �
密度作用素ρ, σ ∈ S(H)に対して，スペクトル分解

ρ =
∑
i

aiEi, σ =
∑
j

biFj (29)

を考える．（簡単のためρ, σ > 0を仮定）

∆(FjEi) = σFjEiρ
−1 =

bj
ai
FjEi (30)

であるから，∆σ,ρの固有値は
bj
ai
で，対応する固有ベクトルはFjEiである．

∆n(FjEi) =

(
bj
ai

)n

FjEi (n = 0, 1, 2, . . . ) (31)

であるから，関数f(t)のテーラー展開を考えれば，

f(∆)(FjEi) = f

(
bj
ai

)
FjEi (32)
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が成り立つ．これより，

f (∆) (I) = f (∆)

∑
i

∑
j

FjEi

 =
∑
i

∑
j

f (∆) (FjEi) =
∑
i

∑
j

f

(
bj
ai

)
(FjEi) (33)

Df (ρ||σ) = Tr
[
ρ · f(∆)(I)

]
=

∑
i

∑
j

aif

(
bj
ai

)
TrFjEi =

∑
i

∑
j

(ai TrEiFj) · f
(
bj TrEiFj

ai TrEiFj

)
(34)

ここで，

p(i, j) = ai TrEiFj , q(i, j) = bi TrEiFj (35)

とおけば，これらは確率分布である．量子f -ダイバージェンスは，これらの古典f -ダイバージェンスでも
ある．

Df (ρ||σ) = Df (p||q) (36)� �
Theorem 3 (単調性). f(t)が作用素凸関数であるとき，任意のCPTP写像Eについて，

Df (ρ||σ) ≥ Df (E(ρ)||E(σ)) (37)� �
（証明は省略）
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13.7 量子f -ダイバージェンスの例� �
Lemma 8. エルミート作用素A,B ∈ L(H)に対して，

f(LA) = Lf(A), f(RB) = Rf(B) (38)� �
（証明）左作用LAについて(38)を示す（右作用RAの場合も同様）．任意のX ∈ L(H)について，

(LA)
nX = AnX = LAnX (n = 0, 1, 2, . . . ) (39)

であるから，f(t) = tn (n = 0, 1, 2, . . . )のとき(38)が成り立つ．線形性

LaA+bB = aLA + bLB (a, b ∈ C, A,B ∈ L(H)) (40)

が成り立つので，f(t)が多項式の場合も(38)が成立．一般の場合，f(t)のテーラー展開を考えればよい．� �
Example 3. f(t) = − log tのときは，量子相対エントロピーD(ρ||σ)である．
左作用と右作用の可換性から，

− log∆ = − logLσRρ−1 = − (logLσ + logRρ−1)
(38)
= − (Llog σ +Rlog ρ−1)

よって，

Df (ρ||σ) = Tr ρ (− log∆)(I) = −Tr ρ (log σ + log ρ−1) = Tr ρ (log ρ− log σ) = D(ρ||σ)� �
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� �
Example 4. f(t) = t log tのときは，量子相対エントロピーD(σ||ρ)である．

∆log∆ = (LσRρ−1) log(LσRρ−1) = (LσRρ−1)(logLσ + logRρ−1)
(38)
= (LσRρ−1)(Llog σ +Rlog ρ−1)

であるから，

(∆ log∆)(I) = (LσRρ−1)(log σ + log ρ−1) = σ(log σ − log ρ)ρ−1

よって，

Df (ρ||σ) = Tr ρ (∆ log∆)(I) = Tr
[
ρ · σ(log σ − log ρ)ρ−1

]
= Trσ(log σ − log ρ) = D(σ||ρ)� �� �

Example 5. f(t) = t1−sのとき，

Df (ρ||σ) = Tr ρ (∆1−s)(I) = Tr ρ σ1−sρ−(1−s) = Tr ρsσ1−s (41)� �� �
Lemma 9 (単調性の系). 任意のCPTP写像について，

Tr ρsσ1−s ≤ Tr E(ρ)sE(σ)1−s (s ∈ [0, 1]) (42)

Tr ρsσ1−s ≥ Tr E(ρ)sE(σ)1−s (s ∈ [−1, 0] ∪ [1, 2]) (43)� �
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13.8 量子Steinの補題：converse part� �
Theorem 4 (量子Steinの補題). 任意の0 < ε < 1について，

lim
n→∞

1

n
log β∗

n(ε) = −D(ρ||σ) (44)� �� �
Theorem 5 (converse part). 任意の0 ≤ ε < 1について，

lim inf
n→∞

1

n
log β∗

n(ε) ≥ −D(ρ||σ) (45)

を証明する．� �
β∗
n(ε)を達成する検定0 ≤ Tn ≤ Inについて，αn(Tn) ≤ εであるから，以下を示せばよい．� �
Theorem 6. 任意の検定列{Tn}∞n=1 (0 ≤ Tn ≤ In)と，任意の0 ≤ ε < 1について，

αn(Tn) ≤ ε =⇒ lim inf
n→∞

1

n
log βn(Tn) ≥ −D(ρ||σ) (46)� �
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（証明） 任意の1 ≤ s ≤ 2について，単調性Lemma 9より，

Tr ρsnσ
1−s
n ≥ {Tr ρnTn}s{TrσnTn}1−s + {Tr ρn(In − Tn)}s{Trσn(In − Tn)}1−s (47)

≥ {Tr ρnTn}s{TrσnTn}1−s (48)

≥ (1− ε)s{TrσnTn}1−s (49)

よって，

s log(1− ε) + (1− s) log TrσnTn ≤ log Tr ρsnσ
1−s
n = logTr

(
ρsσ1−s

)n
= n · ψ(s) (50)

1 < s ≤ 2について，1− s < 0とψ(1) = 0より，

1

n
· s

1− s
log(1− ε) +

1

n
log TrσnTn ≥ −ψ(s)− ψ(1)

s− 1
(51)

両辺の lim infn→∞をとることで，

lim inf
n→∞

1

n
log TrσnTn ≥ −ψ(s)− ψ(1)

s− 1
(52)

s↘ 1の極限（右極限）をとることで，

lim inf
n→∞

1

n
log TrσnTn ≥ − lim

s↘1

ψ(s)− ψ(1)

s− 1
= −D(ρ||σ) (53)

□
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13.9 情報スペクトル的極限定理（その１）� �
Theorem 7.

Tr ρnSn(a) = Tr ρ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n > 0} n→∞−→

{
1 a < D(ρ||σ)
0 a > D(ρ||σ)

(54)

� �
a < D(ρ||σ)の場合はLemma 5で示した．� �

Lemma 10. 任意のa > D(ρ||σ)について，

αn(Sn(a))
n→∞−→ 1 (Tr ρnSn(a)

n→∞−→ 0) (55)� �
（証明） 任意の1 ≤ s ≤ 2について，

Tr ρnSn(a) = {Tr ρnSn(a)}s{Tr ρnSn(a)}1−s

≤ ena(1−s){Tr ρnSn(a)}s{TrσnSn(a)}1−s (∵ 1− s ≤ 0)

≤ ena(1−s)
[
{Tr ρnSn(a)}s{TrσnSn(a)}1−s + {Tr ρn(In − Sn(a))}s{Trσn(In − Sn(a))}1−s

]
≤ ena(1−s) Tr ρsnσ

1−s
n (56)

≤ ena(1−s)(Tr ρsσ1−s)n (57)
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ただし，(56)の不等式では単調性Lemma 9を用いた．よって，ψ(s) = log ρsσ1−sとおけば，

Tr ρnSn(a) ≤ exp[−n · max
1≤s≤2

{a(s− 1)− ψ(s)}] (58)

ψ′(1) = D(ρ||σ) であるから，

a > D(ρ||σ) =⇒ max
1≤s≤2

{a(s− 1)− ψ(s)} > 0 (59)

となって，Tr ρnSn(a) = 1− αn(Sn(a))
n→∞−→ 0 が示される． □
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