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6 テンソル積空間，合成系
(課題)

(1) 横ベクトルx = (a, b), y = (c, d)のクロネッカー積x⊗ yを求めよ（横ベクトルで解答）
(2) 双線型写像の定義を述べよ
(3) ベクトル空間のテンソル積空間について定義を述べよ
(4) n次元ベクトル空間V とm次元ベクトル空間Wのテンソル積空間V ⊗Wの次元を答えよ
(5) テンソル積の一意性とは何か？（数式を使わず簡単に）
(6) Hilbert空間のテンソル積空間について定義を述べよ
(7) コンピュータプログラムで，配列 a[0], ..., a[99] と配列 b[0], ..., b[99] のテンソル積
を表現するには，どのようにすれば良いか？

（余談）テンソルの概念は機械学習(AI)にも使われています．深層学習のライブラリtensorflow．
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6.1 クロネッカー積（テンソル積の例）

Definition 1 (クロネッカー積).

数ベクトル空間Cm, Cnのベクトルについて，


a1
a2
...

am

⊗


b1
b2
...
bn

 :=



a1


b1
b2
...
bn



a2


b1
b2
...
bn


...

am


b1
b2
...
bn





=



a1b1
a1b2
...

a1bn
a2b1
a2b2
...

a2bn
...

amb1
amb2
...

ambn


（例）C2 ⊗ C3

（C2標準基底）e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)

（C3標準基底）f1 =

1
0
0

 , f2 =

0
1
0

 , f3 =

0
0
1



(
1
0

)
⊗

1
0
0

 =


1
0
0
0
0
0

 ,

(
0
1

)
⊗

1
0
0

 =


0
0
0
1
0
0


(
1
0

)
⊗

0
1
0

 =


0
1
0
0
0
0

 ,

(
0
1

)
⊗

0
1
0

 =


0
0
0
0
1
0


(
1
0

)
⊗

0
0
1

 =


0
0
1
0
0
0

 ,

(
0
1

)
⊗

0
0
1

 =


0
0
0
0
0
1


これはC6の標準基底である！よって，

C6 = span { ei ⊗ fj | ei (i = 1, 2), fj (j = 1, 2, 3) }

このことをC6 = C2 ⊗ C3とかく．
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6.2 双線型写像とテンソル積� �
Definition 2 (双線型写像). ベクトル空間V , Wの直積からベクトル空間Tへの写像

f : (v, w) ∈ V ×W 7−→ f(v, w) ∈ T

が第1引数と第2引数のそれぞれについて線形であるとき，すなわち，

f(a1v1 + a2v2, w) = a1f(v1, w) + a2f(v2, w)

f(v, b1w1 + b2w2) = b1f(v, w1) + b2f(v, w2)

(v, v1, v2 ∈ V, w,w2, w2 ∈ W, a1, a2, b1, b2 ∈ C) が成立するとき，双線型写像であるという．� �� �
Definition 3 (テンソル積). ベクトル空間V , Wの直積からベクトル空間Tへの写像

f : (v, w) ∈ V ×W 7−→ f(v, w) ∈ T について

(i) fは双線型写像である
(ii) V の基底{ei}mi=1，Wの基底{fj}nj=1に対して，f(ei, fj)がTの基底である

であるとき，

� ベクトル空間Tをテンソル積空間とよび，T = V ⊗Wと書く．
� f(v, w)をベクトルv, wのテンソル積とよび，f(v, w) = v ⊗ wと書く．� �
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Lemma 1. 一般に{ei}mi=1をV の基底，{fj}nj=1をWの基底として，

A := span { f(ei, fj) | ei (i = 1, . . . ,m), fj (j = 1, . . . , n) } (1)

B := span { f(v, w) | v ∈ V,w ∈ W } (2)

= span


m∑
i=1

n∑
j=1

viwjf(ei, fj)

∣∣∣∣∣∣ vi ∈ C (i = 1, . . . ,m), wj ∈ C (j = 1, . . . , n)

 (3)

⊆ span


m∑
i=1

n∑
j=1

ci,jf(ei, fj)

∣∣∣∣∣∣ ci,j ∈ C (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)

 = A (4)

であるからA = Bである．実際，spanによる定義式(1) (2)を比べるとA ⊆ Bであり，
双線型性を用いた展開式(3)より（上記の通り）B ⊆ A．

Example 1 (クロネッカー積).

f : (v, w) ∈ Cm × Cn 7−→ f(v, w) = v ⊗ w ∈ Cmn

(i) クロネッカー積は双線型写像である（定義を観察すると明らか）
(ii) {ei}mi=1, {fj}nj=1をCm, Cnの標準基底とすると，（例で見たように）ei ⊗ fjはCmnの標準基底．

よって，Cmn = Cm ⊗ Cn
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6.3 テンソル積の構成

Lemma 2. テンソル積（およびテンソル空間）は必ず存在する

（証明）dimV = m, dimW = nとする（有限次元を仮定，無限次元の場合でも証明は同様）．
{ei}mi=1, {fj}nj=1をV , Wの基底として，形式的に{ gi,j | (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) }を基底とする
mn次元ベクトル空間：

T =


m∑
i=1

n∑
j=1

ci,jgi,j

∣∣∣∣∣∣ ci,j ∈ C (i = 1, 2 . . . ,m, j = 1, 2 . . . , n)


を考え，基底の対応f(ei, fj) := gi,jを双線型に拡張してやればよい．すなわち，

v =
m∑
i=1

viei ∈ V , w =
n∑

j=1

wjfj ∈ W について

f(v, w) :=
m∑
i=1

n∑
j=1

viwjgi,j =
m∑
i=1

n∑
j=1

viwjf(ei, fj) ∈ T

と定義すると(i)双線型写像であり，定義より(ii) f(ei, fj) = gi,jがTの基底である．

Lemma 3. 上の構成方法と後に述べるテンソル積の一意性から，

dim(V ⊗W ) = dimV × dimW
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6.4 テンソル積の普遍性（テンソル積は双線型写像の親玉）� �
Theorem 1 (テンソル積の普遍性).

f : V ×W −→ T = V ⊗W

をテンソル積とする．ベクトル空間V , Wから
ベクトル空間Sへの双線型写像

g : (v, w) ∈ V ×W 7−→ g(v, w) ∈ S

が任意に与えられたとき，線形写像

g′ : x ∈ V ⊗W 7−→ g′(x) ∈ S

が唯一存在して，g = g′ ◦ f

V ⊗W

∃g′

##F
FF

FF
FF

FF

V ×W

f

OO

g
// S

� �
証明. {ei}mi=1, {fj}nj=1をV , Wの基底とすると，テンソル積空間V ⊗Wの基底は
{ ei ⊗ fj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n }であるから，写像g′が

g′ : x =

m∑
i=1

n∑
j=1

ci,jei ⊗ fj ∈ V ⊗W 7−→ g′(x) =

m∑
i=1

n∑
j=1

ci,jg(ei, fj) ∈ S

で定義される．*1 これは明らかに線形写像であり，基底について，

(g′ ◦ f)(ei, fj) = g′(f(ei, fj)) = g′(ei ⊗ fj) = g(ei, fj)

*1 この場合，基底を固定したときのxの展開方法が１通りなのでwell-definedです．入力要素の表現方法が１通りでない場合，
１つの入力の行き先が２つ定義されているかも知れないので要注意です．
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双線型性を用いることで，(g′ ◦ f)(v, w) = g(v, w) (∀v ∈ V, ∀w ∈ W )が導かれる．

（唯一であることの証明）線形写像

g′1 : x ∈ V ⊗W 7−→ g′1(x) ∈ S, g′2 : x ∈ V ⊗W 7−→ g′2(x) ∈ S

の２つがTheorem 1の性質を満たしているとすると，g(v, w) = g′1 ◦ f(v, w) = g′2 ◦ f(v, w)が成立する．
v, wとしてV , Wの基底をとってくれば，

g′1 ◦ f(ei, fj) = g′2 ◦ f(ei, fj) ⇐⇒ g′1(ei ⊗ fj) = g′2(ei ⊗ fj) (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)

g′1とg′2で基底の行き先が等しいからg′1 = g′2である．
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6.5 テンソル積の一意性� �
Theorem 2 (テンソル積の一意性). テンソル積

f : (v, w) ∈ V ×W 7−→ f(v, w) = v ⊗ w ∈ T

は線形同型（逆写像を持つ線形写像で移り合う
自由度）を除いて一意である．すなわち，

g : (v, w) ∈ V ×W 7−→ g(v, w) ∈ S

もテンソル積の条件を満たすならば，線形写像

g′ : T −→ S, f ′ : S −→ T

が存在してf ′ ◦ g′ = id, g′ ◦ f ′ = id．

T

g′

��

V ×W

f
;;wwwwwwwww

g
##G

GG
GG

GG
GG

S

f ′

OO

� �
（証明）(f, T )の組がテンソル積であることから，普遍性(Theorem 1)より線形写像g′ : T −→ Sが存在
してg = g′ ◦ fが成り立つ．(g, S)の組もテンソル積であることから，立場を入れ替えることで，線形写
像f ′ : S −→ Tが存在してf = f ′ ◦ gが成り立つ．これらより，

f = f ′ ◦ g = f ′ ◦ g′ ◦ f

この両辺の引数に基底を入れると，

id(ei ⊗ fj) = ei ⊗ fj = f(ei, fj) = (f ′ ◦ g′ ◦ f)(ei, fj) = (f ′ ◦ g′)(ei ⊗ fj)

となって id = f ′ ◦ g′．立場を入れ替えることで，id = g′ ◦ f ′．
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6.6 Hilbert空間のテンソル積

H, KをHilbert空間，{|ei〉}mi=1, {|fi〉}nj=1 をH, Kの正規直交基底とすると，ベクトル空間としてのテン
ソル積空間H⊗Kは

H⊗K =

{
x =

m∑
i=1

n∑
j=1

ci,j |ei〉 ⊗ |fj〉

∣∣∣∣∣ ci,j ∈ C (i = 1, 2 . . . ,m, j = 1, 2 . . . , n)

}
(5)

� �
Definition 4. H, KをHilbert空間とするとき，ベクトル空間としてのテンソル積空間H ⊗ Kにお
いて，

〈a⊗ c, b⊗ d〉 := 〈a, b〉 〈c, d〉 (|a〉 , |b〉 ∈ H, |c〉 , |d〉 ∈ K)

を拡張することで内積を定めたHilbert空間を，テンソル積Hilbert空間という．� �
（注意）H⊗Kの要素は，テンソル積の形 |x〉 ⊗ |y〉だけではなく，テンソル積の線形結合(5)の形をしてい
る．内積の定義において「拡張する」という意味は，一般のベクトル

x =

m∑
i=1

n∑
j=1

ci,j |ei〉 ⊗ |fj〉 ∈ H ⊗K, y =

m∑
i=1

n∑
j=1

di,j |ei〉 ⊗ |fj〉 ∈ H ⊗K

に対して，内積の条件（左で反線形，右で線形）を満足するように，次式で定義することである．

〈x, y〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

m∑
k=1

n∑
l=1

ci,jdk,l 〈ei ⊗ fj , ek ⊗ fl〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

m∑
k=1

n∑
l=1

ci,jdk,l 〈ei, ek〉 〈fj , fl〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

ci,jdi,j
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6.7 作用素のテンソル積� �
Definition 5. 線形作用素A : H1 −→ K1, B : H2 −→ K2に対して，

(A⊗B)(|x〉 ⊗ |y〉) := (A |x〉)⊗ (B |y〉) (|x〉 ∈ H1, |y〉 ∈ H2) (6)

を線形に拡張することで線形作用素

A⊗B : H1 ⊗H2 −→ K1 ⊗K2

を定義する．� �
（注意）{|ei〉}mi=1, {|fi〉}nj=1 をH1, H2の正規直交基底とすると，H1 ⊗H2の基底は |ei〉 ⊗ |fi〉である．
(6)により基底の行き先が次式で定まるので，あとはA⊗Bの線形性を要請しておけば線形作用素を定め
たことになる．

(A⊗B)(|ei〉 ⊗ |fj〉) := (A |ei〉)⊗ (B |fj〉) (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) (7)
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6.8 行列のクロネッカ積

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

. . .
...

am,1 am,2 . . . am,n

 , B =


b1,1 b1,2 . . . b1,r
b2,1 b2,2 . . . b2,r
...

. . .
...

bq,1 bq,2 . . . bq,r


に対して，クロネッカー積はテンソル積を与える．

A⊗B :=


a1,1B a1,2B . . . a1,nB
a2,1B a2,2B . . . a2,nB

...
. . .

...
am,1B am,2B . . . am,nB


実際，線形作用素であることは明らかで，次の通りテンソル積の定義式(6)を満たす．

(A⊗B)(|x〉 ⊗ |y〉) =


a1,1B a1,2B . . . a1,nB
a2,1B a2,2B . . . a2,nB

...
. . .

...
am,1B am,2B . . . am,nB



x1 |y〉
x2 |y〉

...
xn |y〉



=


(
∑n

j=1 a1,jxj) ·B |y〉
(
∑n

j=1 a2,jxj) ·B |y〉
...

(
∑n

j=1 am,jxj) ·B |y〉

 =


(A |x〉)1 ·B |y〉
(A |x〉)2 ·B |y〉

...
(A |x〉)m ·B |y〉

 = (A |x〉)⊗ (B |y〉)
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6.9 作用素のテンソル積の性質� �
(i) (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

(ii) (A⊗B)∗ = (A∗ ⊗B∗)

(iii) Tr(A⊗B) = (TrA)(TrB)

(iv) a ∈ C, |a〉がAの固有値・固有ベクトル，b ∈ C, |b〉がBの固有値・固有ベクトル
=⇒ ab, |a〉 ⊗ |b〉はA⊗Bの固有値・固有ベクトル

(v) A ≥ 0, B ≥ 0 =⇒ A⊗B ≥ 0� �
（証明）(i) 次式と線形拡張の議論よりOK．

(A⊗B)(C ⊗D)(|x〉 ⊗ |y〉) = (A⊗B)(C |x〉 ⊗D |y〉) = AC |x〉 ⊗BD |y〉 = (AC ⊗BD)(|x〉 ⊗ |y〉)

(ii) 次式と拡張の議論よりOK．

〈(A⊗B)(x⊗ y), (z ⊗ w)〉 = 〈(x⊗ y), (A⊗B)∗(z ⊗ w)〉
〈(A⊗B)(x⊗ y), (z ⊗ w)〉 = 〈(Ax⊗By), (z ⊗ w)〉 = 〈Ax, z〉 〈By,w〉 = 〈x,A∗z〉 〈y,B∗w〉

= 〈(x⊗ y), (A∗z ⊗B∗w)〉 = 〈(x⊗ y), (A∗ ⊗B∗)(z ⊗ w)〉

(iii) Tr(A⊗B) =
m∑
i=1

n∑
j=1

〈ei ⊗ fj | (A⊗B) |ei ⊗ fj〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

〈ei|A |ei〉 〈fj |B |fj〉 = (TrA)(TrB)

(iv) (A⊗B)(|a〉 ⊗ |b〉) = (A |a〉 ⊗B |b〉) = (a |a〉 ⊗ b |b〉) = ab |a〉 ⊗ |b〉
(v) A ≥ 0, B ≥ 0より，A = C∗C, B = D∗Dとかけ，A⊗B = (C ⊗D)∗(C ⊗D) ≥ 0
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6.10 L(H⊗K)の基底

� （復習）Hilbert空間Hの基底を{|ei〉}mi=1とするとき，H上の作用素A ∈ L(H)の展開表現

A =
m∑
i=1

m∑
j=1

〈ei|A |ej〉 |ei〉〈ej |

より，{ |ei〉〈ej | | i, j = 1, . . . ,m}はL(H)の基底である（第3回，2.4）
� さらに，Hilbert空間Kの基底を{|fk〉}nk=1とすると，H⊗Kの基底は
{|ei〉 ⊗ |fk〉 | i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n }であり，

〈ej ⊗ fl| = 〈ej | ⊗ 〈fl|

（線形汎関数として両者が等しいことが容易に分かる）に注意すると，

|ei ⊗ fk〉 〈ej ⊗ fl| = |ei〉〈ej | ⊗ |fk〉〈fl| (i, j = 1, . . . ,m, k, l = 1, . . . , n)

がL(H⊗K)の基底になる．すなわち，� �
任意のA ∈ L(H⊗K)は

A =
m∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

ai,j,k,l |ei〉〈ej | ⊗ |fk〉〈fl| (8)

の形に一意的に表される．� �
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6.11 合成系
合成系の記述� �
(i) Hilbert空間HA, HBで表される系の合成系はHA ⊗HBで記述される．すなわち，

� 合成系上の状態は密度作用素ρAB ∈ S(HA ⊗HB)で一意的に表現される
� 合成系上の測定はHA ⊗HB上のPOVMで表される

(ii) HA上の状態をρ ∈ S(HA)，HB上の状態をσ ∈ S(HB)が独立に準備されているとき，
合成系の状態はテンソル積ρ⊗ σ ∈ S(HA ⊗HB)で記述される．

(iii) HA上の測定(POVM) M = {Mx}x∈Xと，HB上の測定(POVM) N = {Ny}y∈Yを
独立に行うとき，合成系の測定(POVM)としては{Mx ⊗Ny}(x,y)∈X×Yになる．� �

Example 2 (独立な状態準備と，独立な測定の場合).

P (x, y) = Tr(ρ⊗ σ)(Mx ⊗Ny) = Tr ρMx · TrσNy = P ρ
M (x) · Pσ

N (y)

測定値(x, y)の従う分布は独立になる．

Example 3 (一方の系を測定しない場合). 何も測定しない状況を「常に測定値の目盛りが同じ値を指し
続ける測定」と考えれば POVM {I}と見なせる．上記(iii)において，系HAのみに測定を行い，系HBに
何も測定をしない状況では，合成系のPOVMは{Mx ⊗ I}x,∈Xで表される．合成系の状態がρABである
とき，

P (x) = Tr[ρAB(Mx ⊗ I)] (9)

ρAB = ρ⊗ σであるとき，

P (x) = Tr[(ρ⊗ σ)(Mx ⊗ I)] = Tr ρMx · Trσ = Tr ρMx
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