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9 量子通信路
(課題)

(1) 量子通信路の満たすべき条件として，正値性では不十分で，完全正値性が要請される．なぜか？
(2) CPTP写像の三条件と，それらを要請するモチベーションを述べよ
(3) Kraus表現のメリットを述べよ
(4) Stinespring表現のメリットを述べよ
(5) Choi行列の定義を述べよ
(6) Choi行列を用いるメリットを述べよ
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9.1 古典通信路 (classical chennel) と Markov Map

� 古典通信路 (classical chennel)とは次式を満たす関数W (y|x)である．

W (y|x) ≥ 0 (x ∈ X , y ∈ Y),
∑
y∈X

W (y|x) = 1 (x ∈ X )

� 意味：各xを固定するごとにyの確率分布（入力xに依存して，出力yが確率W (y|x)で得られる）

� 通常，同時分布 P (x, y) から条件付き確率 P (y|x) = P (x, y)

P (x)
が定まるが，

伝送路（ノイズ）のモデルとして条件付き確率W (y|x) を先に定めたもの．
� 入力xが確率P (x)に従って発生する時，(x, y)の同時分布はP (x, y) = P (x)W (y|x)である．
よって，出力yの確率P (y)は以下で与えられる．

x ∼ P (x) W (y|x) // y ∼ P (y) =
∑
x∈X

P (x)W (y|x)

� これより，入力分布から出力分布への写像EWが定まる．

EW : P ∈（X上の確率分布全体）7−→ PW ∈（Y上の確率分布全体）

(
PW (y) :=

∑
x∈X

P (x)W (y|x)

)

Markov Mapと呼ばれる．
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9.2 統計的混合 (stochastic mixture) と Markov Map

� 確率分布P (x), Q(x)の凸結合（統計的混合, stochastic mixture）：

Pθ(x) := θP (x) + (1− θ)Q(x) (0 ≤ θ ≤ 1)

� 意味：確率(θ, 1− θ)でどちらかの分布が選ばれたときのxの従う確率．
すなわち，ラベルα = 0, 1が確率(θ, 1− θ)で与えられ，α = 0のときxがP (x|0) = P (x)から発生，
α = 1のときP (x|1) = Q(x)から発生する場合のxの確率分布である．実際，同時分布は

P (α, x) = P (α)P (x|α)

であり，周辺分布は∑
α=0,1

P (α, x) =
∑

α=0,1

P (α)P (x|α) = P (0)P (x|0) + P (1)P (x|1) = θP (x) + (1− θ)Q(x)

通信路の満たすべき性質（Markov Map）� �
(i) アファイン性（確率の凸結合を保存する）：

EW
(
θP + (1− θ)Q

)
= θ EW (P ) + (1− θ) EW (Q) (0 ≤ θ ≤ 1)

入力側で確率(θ, 1− θ)でP , Qどちらかが選ばれた時，
出力側では確率(θ, 1− θ)でEW (P ), EW (Q)のどちらかが選ばれることになる．

(ii) 正値性（関数の正値性を保存する）（マイナスの確率はマズイ）
(iii) 確率保存（関数の和を保存する）� �
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9.3 量子通信路に関する理論のアウトライン

� 量子通信路 (quantum chennel) は古典通信路の対応物であり，４つの同等な記述方法がある．� �
(a) CPTP写像：入力系とエンタングルしているかも知れない外界系も含めて，
密度作用素が密度作用素に写像されるための最低限の要請（量子通信路の公理的記述）

(b) Kraus表現：数学的に計算しやすい表式，完全正値性が一発で確認できる
(c) Stinespring表現：シュレーディンガー方程式に従う物理的な状態変化（ユニタリ発展）に対応
(d) Choi行列：量子通信路と1対1に対応する半正定値行列，
量子通信路を指定する標準的なパラメータ，シミュレーションなどでも有用� �

量子操作 (quantum operation)とも呼ばれる．

� 同等性の証明手順：

(a) CPTP写像 // (d) Choi行列

��
(b) Kraus表現

hh

// (c) Stinespring表現oo
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9.4 CPTP写像� �
Definition 1. 写像 E : XA ∈ L(HA) 7−→ E(XA) ∈ L(HB) が以下の条件を満たすとき，
CPTP写像(Completely Positive and Trace Preserving map) とよぶ．

(i) 線形性：∀a,∀b ∈ C, ∀XA,∀YA ∈ L(HA)に対して

E(aXA + bYA) = aE(XA) + bE(YA) (1)

(ii) 完全正値性 (Complete Positivity)：任意の系HRと∀XRA ∈ L(HR ⊗HA)について

XRA ≥ 0 =⇒ (IR ⊗ E)(XRA) ≥ 0 (2)

(iii) トレース保存 (Trace Preserving)：∀XA ∈ L(HA)に対して

Tr[E(XA)] = Tr[XA] (3)� �
� (ii)でHR = Cとすれば，(ii)’ 正値性：XA ≥ 0 =⇒ E(XA) ≥ 0 が導かれる．

完全正値性は，入力系HAとエンタングルしているかも知れない外界系HR（参照系, reference system）
も含め，密度作用素が密度作用素に写像されるための要請である．
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� Hilbert空間H上の密度作用素の集合を

S(H) = { ρ ∈ L(H) | ρ ≥ 0, Tr ρ = 1 }

とする．CPTP写像 E : L(HA) −→ L(HB) について，特に，

ρA ∈ S(HA) =⇒ E(ρA) ∈ S(HB)

である．実際，正値性(ii)’よりE(ρA) ≥ 0，トレース保存条件(iii)よりTr E(ρA) = 1が示される．
� 定義域を密度作用素の集合S(HA) ⊆ L(HA)に制限した写像

E : ρA ∈ S(HA) 7−→ E(ρA) ∈ S(HB) (4)

をCPTP写像 / 量子通信路(quantum channel) / 量子操作(quantum operation)とよぶことも多い．
� 逆に，制限された写像(4)は，線形拡大により一意に E : L(HA) −→ L(HB) を定める．
実際，極化形式：

|x〉〈y| = 1

2

{
|a〉〈a| − |b〉〈b|+

√
−1
(
|c〉〈c| − |d〉〈d|

)}
|a〉 := |x〉+ |y〉√

2
, |b〉 := |x〉 − |y〉√

2
, |c〉 := |x〉+

√
−1 |y〉√
2

, |d〉 := |x〉 −
√
−1 |y〉√
2

により，

E(|x〉〈y|) = 1

2

[
E(|a〉〈a|)− E(|b〉〈b|) +

√
−1
{
E(|c〉〈c|)− E(|d〉〈d|)

}]
であり，L(HA)の基底 |i〉〈j|の行き先 E(|i〉〈j|) は，S(HA)における E の値のみで定まる．
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量子通信路に関する理論のアウトライン

(a) CPTP写像 // (d) Choi行列

��
(b) Kraus表現

Lem 2

hh

Lem 3 // (c) Stinespring表現
Lem 4
oo
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9.5 Kraus表現� �
Definition 2. 写像 E : L(HA) → L(HB) が

E(XA) =
m∑

k=1

EkXAE
∗
k (Ek : HA → HB , k = 1, . . . ,m) (5)

m∑
k=1

E∗
kEk = IA (6)

と書けるとき， EはKraus表現 / operator sum表現を持つという．{Ek}mk=1はKraus operatorとよ
ばれる．� �

Lemma 1. (5)で定義される写像Eについて以下は同値である．（(6)はトレース保存条件である）

(i) ∀XA ∈ L(HA), Tr E(XA) = TrXA（トレース保存）
(ii) Eは(6)をみたす．

（証明） Tr[E(XA)] = Tr

[
m∑

k=1

EkXAE
∗
k

]
= Tr

[(
m∑

k=1

E∗
kEk

)
XA

]
であるから，(ii) ⇒ (i)は明らか．

一方で，この式より，(i)を仮定すると，〈〈∑
k

E∗
kEk − IA, XA

〉〉
= Tr

[(∑
k

E∗
kEk − IA

)
XA

]
= Tr E(XA)− TrXA

(i)
= 0 (∀XA ∈ L(HA))

が成立するので(ii)が成り立つ． □
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� �
Lemma 2. Kraus表現を持つ写像はCPTP写像である．� �

（証明） EがKraus表現(5)を持つと仮定する．(i) 線形性は明らかである．(ii) 完全正値性：まず，

(IR ⊗ E)(XRA) =
∑
k

(IR ⊗ Ek)XRA(IR ⊗ Ek)
∗ (7)

を示す．このことは，XRA = XR ⊗XAのときに確認すれば十分である：

(IR ⊗ E)(XR ⊗XA) = XR ⊗ E(XA) = XR ⊗

(∑
k

EkXAE
∗
k

)
=
∑
k

(IR ⊗ Ek)(XR ⊗XA)(IR ⊗ Ek)
∗

(7)式より，半正定値性の性質（7.4 Lemma 4：A ≥ 0 ⇒ C∗AC ≥ 0，A ≥ 0, B ≥ 0 ⇒ A+B ≥ 0）を
用いると，完全正値性(ii)が示される．トレース保存条件(iii)はLemma 1で確認した． □

9.6 Stinespring表現� �
Definition 3. 写像 E : L(HA) → L(HB) が，等距離作用素V : HA → HB ⊗HEを用いて

E(XA) = TrE
[
V XAV

∗] (8)

と書けるとき，EはStinespring表現を持つという．HEは環境系(environment system)とよばれる．� �
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9.7 Kraus表現とStinespring表現の等価性� �
Lemma 3. Kraus表現を持つ写像はStinespring表現で表すことができる．� �

（証明） EがKraus表現(5)をもつと仮定する．
HEを正規直交基底{|k〉}mk=1を持つm次元Hilbert

空間とし，作用素V : HA −→ HB ⊗HEを

V : |x〉 7−→ V |x〉 :=
m∑

k=1

Ek |x〉 ⊗ |k〉

により定義すると，V は等距離作用素となる：

〈V x |V y〉 =

(
m∑

k=1

Ek |x〉 ⊗ |k〉

)∗( m∑
ℓ=1

Eℓ |y〉 ⊗ |ℓ〉

)

=
m∑

k=1

m∑
ℓ=1

〈x|E∗
kEℓ |y〉 〈k | ℓ〉

=

m∑
k=1

〈x|E∗
kEk |y〉 = 〈x | y〉

一方，

TrE
[
V |x〉〈y|V ∗]

= TrE

[(
m∑

k=1

Ek |x〉 ⊗ |k〉

)(
m∑
ℓ=1

Eℓ |y〉 ⊗ |ℓ〉

)∗]

=
m∑

k=1

m∑
ℓ=1

TrE
[
Ek |x〉〈y|E∗

ℓ ⊗ |k〉〈ℓ|
]

=

m∑
k=1

m∑
ℓ=1

Ek |x〉〈y|E∗
ℓ · Tr[|k〉〈ℓ|] =

m∑
k=1

Ek |x〉〈y|E∗
k

であるので，EはStinespring表現

E(XA) = TrE
[
V XAV

∗] (9)

を持つことが示された． □
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� �
Lemma 4. Stinespring表現を持つ写像はKraus表現で表すことができる．� �

（証明） E : L(HA) −→ L(HB)が，環境系HEと
等距離作用素V : HA −→ HB ⊗HEを用いて，

E(XA) = TrE
[
V XAV

∗]
で表せると仮定する．部分トレースの計算式より，

E(XA) =
∑
k

(IB ⊗ 〈k|)V︸ ︷︷ ︸
:=Ek

XA V ∗(IB ⊗ |k〉)︸ ︷︷ ︸
E∗

k

と書ける．ここで

Ek := (IB ⊗ 〈k|)V

とおく．

HA
V−→ HB ⊗HE

IB⊗⟨k|−→ HB ⊗ C = HB

に注意すると，EkはHAからHBへの線形作用
素で，

E(XA) =
∑
k

EkXAE
∗
k

が成り立つ．一方で，∑
k

E∗
kEk =

∑
k

V ∗(IB ⊗ |k〉)(IB ⊗ 〈k|)V

= V ∗

(
IB ⊗

∑
k

|k〉〈k|

)
V

= V ∗V

= IA

であるから，EはKraus表現を持つ． □
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量子通信路に関する理論のアウトライン

(a) CPTP写像 Thm 1 // (d) Choi行列

Lem 8

��
(b) Kraus表現

Lem 2

hh

Lem 3 // (c) Stinespring表現
Lem 4
oo
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9.8 Choi行列，Choi–Jamiolkowski 同型 (isomorphism)

� 系HAから系HBへのCPTP写像全体を

CP (HA,HB) := { E : L(HA) −→ L(HB) | EはCPTP写像 }

とおく．d := dimHA = dimHRとなる参照系HRを考え，最大エンタングル状態を以下で固定する：

|Φ〉 := 1√
d

d∑
i=1

|i〉 ⊗ |i〉 ∈ HR ⊗HA

� この最大エンタングル状態を，合成通信路IR ⊗ Eで操作した出力側の密度作用素を考える．

参照系HRには何もしていないので，

TrB M(E) = TrB [ρRB ] = TrA[ρRA] =
1

d
IR

� この性質を満たすHR ⊗HB上の半正定値作用素の集合を

M(HR,HB) := {M ∈ L(HR ⊗HB) | M ≥ 0, TrB [M ] =
1

d
IR } (HA ' HR) (10)

とおく．
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� �
Theorem 1 (量子通信路のパラメータ表現). 写像

E ∈ CP (HA,HB) 7−→ M(E) := (IR ⊗ E)(|Φ〉〈Φ|) ∈ M(HA,HB) (11)

は全単射かつアファイン(Choi–Jamiolkowski isomorphism)．M(E)はChoi行列とよばれる．� �
（アファイン性）E ,F ∈ CP (HA,HB)の凸結合 tE + (1− t)F ∈ CP (HA,HB)が以下で定義される．(

tE + (1− t)F
)
(XA) := tE(XA) + (1− t)F(XA) (0 ≤ t ≤ 1)

tE + (1− t)Fは確率tでE，確率1− tでFに従って量子状態が変化した場合の量子通信路である．� �
Lemma 5. (11)はアファイン写像である（凸結合を凸結合に移す）．� �

（証明） M(tE + (1− t)F) = (IR ⊗ (tE + (1− t)F))(|Φ〉〈Φ|)
= t(IR ⊗ E)(|Φ〉〈Φ|) + (1− t)(IR ⊗F)(|Φ〉〈Φ|) = tM(E) + (1− t)M(F) □
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9.9 Choi行列の直感的理解

Choi行列の直感的理解� �
|Φ〉〈Φ| = 1

d

(
d∑

i=1

|i〉 ⊗ |i〉

)(
d∑

j=1

〈j| ⊗ 〈j|

)
=

1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| ⊗ |i〉〈j|

より，Choi行列M(E)のKronecker積表現は以下で与えられる．

M(E) = (IR ⊗ E)(|Φ〉〈Φ|) = 1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| ⊗ E(|i〉〈j|) ' 1

d

 E(|i〉〈j|)

 (12)

最後の式はi, jブロックに行列E(|i〉〈j|)を並べた行列である．

� M(E)は各ブロックにL(HA)の基底 |i〉〈j| の行き先 E(|i〉〈j|) を並べた行列であるから，
写像E : L(HA) → L(HB)の情報をすべて含んでいる．

� アファイン性を有していることも容易に分かる．� �
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9.10 Choi–Jamiolkowski 同型の証明（Choi行列からKraus表現の導出）� �
Lemma 6. (11)はCP (HA,HB)からM(HR,HB)への単射である．� �

（証明） 最初にE ∈ CP (HA,HB) ⇒ M(E) ∈ M(HR,HB)を示す．E ∈ CP (HA,HB)を仮定すると，
M(E)の定義(11)と完全正値性よりM(E) ≥ 0である．一方，(12)とトレース保存条件より，

TrB [M(E)] = 1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| ⊗ Tr[E(|i〉〈j|)] = 1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| δij =
1

d
IR

が成り立つのでM(E) ∈ M(HR,HB)が示された．
単射であることは(12)の表現より明らかである．すなわち，E ,F ∈ CP (HA,HB)について，(12)より
M(E) = M(F)ならば∀i, j, E(|i〉〈j|) = F(|i〉〈j|)である．これはE = Fを意味する． □� �

Lemma 7. (11)は全射である．� �
（証明） （Step 1）M ∈ M(HR,HB)のKronecker積表現

M =
1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| ⊗Mi,j =
1

d

 Mij


ij

を考え，基底 |i〉〈j| ∈ L(HA)の行き先をMi,jとする写像をEM (|i〉〈j|) := Mi,j とする．
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作り方と(12)からM(EM ) = (IR ⊗ EM )(|Φ〉〈Φ|) = Mとなることは明らかである．
（Step 2）EMがCPTP写像であることを以下の補題で示す． □� �

Lemma 8. M ∈ M(HR,HB)ならば，上のEMはKraus表現をもつ．
（よって，Lemma 2よりEMはCPTP写像である）� �

（証明） M ≥ 0であるから，|Ψk〉 ∈ HR ⊗HBを用いて

M =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk| (13)

と書ける（例えば，Mの固有値分解を考えればよい）．ここで，L(HA,HB)をHAからHBへの線形写像
全体とすると，

E ∈ L(HA,HB) 7→ (IR ⊗ E) |Φ〉 ∈ HR ⊗HB ' HA ⊗HB

は1対1で線形な対応を与える（同型対応：8.2 Lemma 3 (iv)）． したがって，各kについて
Ek ∈ L(HA,HB)が存在して，|Ψk〉 = (IR ⊗ Ek) |Φ〉 と表わされる．これより，(13)は以下のように書
ける．

M =
∑
k

(IR ⊗ Ek) |Φ〉〈Φ| (IR ⊗ Ek)
∗ =

1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| ⊗

(∑
k

Ek |i〉〈j|E∗
k

)
︸ ︷︷ ︸

EM (|i⟩⟨j|)

(14)
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よって，EMは以下の式で与えられることが示された．

EM (XA) =
∑
k

EkXAE
∗
k

(14)で部分トレースTrBをとると，

1

d
IR

(a)
= TrB M =

1

d

d∑
i=1

d∑
j=1

|i〉〈j| · TrB EM (|i〉〈j|)

ここで，(a)の部分はM(HR,HB)の定義による．成分を比較すると，

Tr EM (|i〉〈j|) = δij

これはトレース保存条件に他ならない．以上より，EMがKraus表現を持つことが示された． □
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