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10 vNエントロピー，量子相対エントロピー，量子相互情報量
(課題)

(1) von NeumannエントロピーとShannonエントロピーの関係を述べよ．
(2) 二体系の純粋状態について，それぞれの系の縮約密度作用素（部分トレース）のvon Neumannエ
ントロピーは等しい．なぜか？

(3) 量子相対エントロピーについて，非負性：

D(ρ||σ) ≥ 0

および等号成立条件を，単調性により示せ．
(4) 量子相対エントロピーの結合凸性より，σを固定した場合の関数：

f(ρ) = D(ρ||σ)

はρに関して凸関数 (convex) になることを確認せよ．
(5) 上記(4)＋エントロピーとダイバージェンスの関係(18)から，von Neumannエントロピーは凹関数

(concave) になることを確認せよ．
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10.1 エルミート作用素の関数（復習）

� �
Definition 1 (復習). Aをエルミート作用素，
f : x ∈ R 7−→ f(x) ∈ Rを実数値関数とする
とき，スペクトル分解

A =
m∑

k=1

akEk (1)

を用いて，f(A)を次式で定義する：

f(A) :=
m∑

k=1

f(ak)Ek

ただし，Aの固有値はfの定義域に入ってい
るとする．

Lemma 1. 上記において，ユニタリ作用素U
に対して

f(UAU∗) = Uf(A)U∗ (2)� �

（証明） (1)より以下が成立．

UAU∗ =

m∑
k=1

akUEkU
∗ (3)

UEkU
∗はエルミートかつ

(UEkU
∗)2 = UEkU

∗UEkU
∗ = UEkU

∗

であるから射影子である．スペクトル分解の一意
性から，(3)はエルミート作用素UAU∗のスペク
トル分解である．よって，

f(UAU∗) =
m∑

k=1

f(ak)UEkU
∗

= U

(
m∑

k=1

f(ak)Ek

)
U∗ = Uf(A)U∗

□
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10.2 フォン・ノイマン・エントロピー (von Neumann entropy)

� �
Definition 2. Hilbert空間H上の密度作用素
ρ ∈ S(H)に対して，

H(ρ) := −Tr ρ log ρ (4)� �
d = dimHとして，λk, |φk〉 (k = 1, 2, · · · , d)をρ
の固有値，固有ベクトルとする．固有値分解：

ρ =
d∑

k=1

λk |φk〉〈φk|

を考える．

−ρ log ρ = −
d∑

k=1

λk log λk |φk〉〈φk| ,

であるから，両辺のトレースをとると，

H(ρ) = −
d∑

k=1

λk log λk

となる．� �
� von Neumannエントロピーは，ρの固有値
{λk}dk=1から成る確率分布対するシャノ
ン・エントロピーに等しい．

� 重複固有値がある場合は，確率分布の条件：

d∑
k=1

λk = 1

を満たすように，重複度の分だけ固有値を
並べる必要があることに注意．� �
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10.3 フォン・ノイマン・エントロピーの性質

Lemma 2. ρ ∈ S(H)とするとき，

(i) （非負性）

H(ρ) ≥ 0 （等号成立 ⇐⇒ ρは純粋状態）

(ii) （最大値）

H(ρ) ≤ log dimH

（等号成立 ⇐⇒ ρ =
1

dimH
I）

(iii) ρAB ∈ S(HA ⊗HB)が純粋状態であるとき，
縮約密度作用素 (reduced density operator)

ρA = TrB ρAB , ρB = TrA ρAB

について，

H(ρA) = H(ρB)

(iv) （加法性）

H(ρA ⊗ ρB) = H(ρA) +H(ρB)

(v) （ユニタリ不変性）任意のユニタリ作用素U
に対して，

H(UρU∗) = H(ρ)

（証明）(i)はシャノン・エントロピーの性質であ
る．d = dimHとすると，等号成立条件について，

H(ρ) = 0

⇐⇒ H({λk}dk=1) = 0

⇐⇒ {λk}dk=1の中で一つだけ１で他はゼロ

⇐⇒ ρは純粋状態

(ii)もシャノン・エントロピーの性質：

H({λk}dk=1) ≤ log d
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であり，等号成立条件について，

H({λk}dk=1) = log d

⇐⇒ {λk}dk=1は一様分布

⇐⇒ ρ =
1

d

d∑
k=1

|φk〉〈φk| =
1

d
I

(iii)：純粋状態ρAB = |ψAB〉〈ψAB |に対して，
シュミット分解：

|ψAB〉 =
∑
k

√
λk |ek〉 ⊗ |fk〉 ∈ HA ⊗HB ,

を考えると，

|ψAB〉〈ψAB | =
∑
k

∑
l

√
λk
√
λℓ |ek〉〈eℓ| ⊗ |fk〉〈fℓ|

部分トレースをとると，

ρA =
∑
k

λk |ek〉〈ek| , ρB =
∑
k

λk |fk〉〈fk|

であるから，ρAとρBの固有値は等しい．von

Neumannエントロピーは固有値のシャノン・エン
トロピーであるから(iii)が成立．

加法性(iv)：最初に log(ρA ⊗ ρB)を計算する．ρA, ρBのスペクトル分解を

ρA =
∑
i

λA,iEA,i, ρB =
∑
j

λB,jEB,j

とすると，ρA ⊗ ρBのスペクトル分解は

ρA ⊗ ρB =
∑
i

∑
j

λA,iλB,jEA,i ⊗ EB,j
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である．よって，

log(ρA ⊗ ρB) =
∑
i

∑
j

log(λA,iλB,j)EA,i ⊗ EB,j

=
∑
i

∑
j

log λA,iEA,i ⊗ EB,j +
∑
i

∑
j

log λB,jEA,i ⊗ EB,j = log ρA ⊗ IB + IA ⊗ log ρB (5)

−ρA ⊗ ρBをかけてトレースをとると(iv)が示される．

H(ρA ⊗ ρB) = −Tr(ρA ⊗ ρB) log(ρA ⊗ ρB)

= −TrA ρA log ρA · TrB ρB − TrA ρA · Tr ρB log ρB = H(ρA) +H(ρB)

ユニタリ不変性(v)：関数f(x) = −x log xに(2)を適用すると，

H(UρU∗) = Tr f(UρU∗) = TrUf(ρ)U∗ = Tr f(ρ)U∗U = Tr f(ρ) = H(ρ)� �
Definition 3 (条件付きフォン・ノイマン・エントロピー). ρAB ∈ S(HA ⊗HB)に対して，

HρAB
(A|B) := H(ρAB)−H(ρB),� �

（注意）条件付きvon Neumannエントロピーはチェイン・ルール

H(ρAB) = H(ρB) +HρAB
(A|B)

が成立するように定義されている．古典系では条件付きエントロピーは非負であったが，条件付きvon

Neumannエントロピーは負になることもある．例えばρABを最大エンタングル状態とすると，
H(ρAB) = 0であるが，HρAB

(A|B) = −H(ρB) = − log d ≤ 0である．
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10.4 量子相対エントロピー (quantum relative entropy)� �
Definition 4. 密度作用素ρ, σに対して，

D(ρ||σ) := Tr ρ (log ρ− log σ). (6)� �
� 量子相対エントロピーは，古典系のダイバージェンス

D(P ||Q) =
∑
x∈X

P (x) log
P (x)

Q(x)

に対応する情報量で，量子状態ρ, σの区別のし易さ(distinguishability)を表す
� 量子ダイバージェンス(quantum divergence)，梅垣エントロピーともよばれる
� von Neumannエントロピー，量子相互情報量（Holevo相互情報量）は量子相対エントロピーの派生
� 様々な情報量に関する性質は，量子相対エントロピーの単調性から示される

量子相対エントロピーの単調性 (monotonicity)� �
Theorem 1. 任意の密度作用素ρ, σと任意のCPTP写像Eに対して，

D(ρ||σ) ≥ D(E(ρ)||E(σ)) (7)

等号成立 ⇐⇒ ∃R (CPTP), R(E(ρ)) = ρ, R(E(σ)) = σ

（ρ, σを同時に復元する逆向きのCPTP写像Rが存在）� �
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10.5 量子相対エントロピーの性質� �
Lemma 3. ρ, σを密度作用素とする．

(i) （非負性）D(ρ||σ) ≥ 0 （等号成立 ⇐⇒ ρ = σ）
(ii) （ユニタリ不変性）任意のユニタリ作用素Uについて，

D(UρU∗||UσU∗) = D(ρ||σ)

(iii) （加法性）D(ρA ⊗ ρB ||σA ⊗ σB) = D(ρA||σA) +D(ρB ||σB)
(iv) （結合凸性, joint convexity）任意のρ1, ρ2, σ1, σ2 ∈ S(H)と，任意の0 ≤ t ≤ 1について，

tD(ρ1||σ1) + (1− t)D(ρ2||σ2) ≥ D(tρ1 + (1− t)ρ2||tσ1 + (1− t)σ2)� �
（証明）非負性(i)：すべての入力を，ある密度作用素ρ0に出力するCPTP写像Eを考えると，

D(ρ||σ) ≥ D(E(ρ)||E(σ)) = D(ρ0||ρ0) = 0

等号成立条件：ρ = σならばD(ρ||σ) = 0は明らか．D(ρ||σ) = 0のとき，逆向きのCPTP写像Rが存在
して，

ρ = R ◦ E(ρ) = R(ρ0), σ = R ◦ E(σ) = R(ρ0)

よって，ρ = σである．
ユニタリ不変性(i)，加法性(iii)：von Neumannエントロピーと全く同様に示される．
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結合凸性(iv)：

R :=

(
tρ1 0
0 (1− t)ρ2

)
, S :=

(
tσ1 0
0 (1− t)σ2

)
(8)

とおくとR, Sは密度作用素になる．このとき，

logR− logS =

(
log(tρ1) 0

0 log((1− t)ρ2)

)
−
(
log(tσ1) 0

0 log((1− t)σ2)

)
=

(
log ρ1 − log σ1 0

0 log ρ2 − log σ2

)
, (9)

ただし，(5)を用いると log(tρ1) = (log t)I + log ρ1 であることから，log t, log(1− t)がキャンセルする
ことを用いた．よって，

D(R||S) = TrR(logR− logS) = tTr ρ1 (log ρ1 − log σ1) + (1− t)Tr ρ2 (log ρ2 − log σ2)

= tD(ρ1||σ1) + (1− t)D(ρ2||σ2), (10)

これは(iv)の左辺である．一方，対角ブロックを足す写像

E :

(
A B
C D

)
7−→ A+D,

はCPTP写像である．この写像をR, Sに適用すると，

E(R) = tρ1 + (1− t)ρ2, E(S) = tσ1 + (1− t)σ2

であるから，D(E(R)||E(S))は(iv)の右辺である．単調性よりD(R||S) ≥ D(E(R)||E(S))であるから，
結合凸性(iv)が成立．
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10.6 Holevo相互情報量� �
Definition 5. 密度作用素W1,W2, · · · ,WN ∈ S(H)と，
確率分布P (x) (x = 1, 2, · · · , N)に対して，

I(P ;W1, · · · ,WN ) :=
N∑

x=1

P (x)D(Wx||WP )

(
WP =

N∑
x=1

P (x)Wx

)
(11)

� �
� 以降では簡単のため，W := (W1,W2, · · · ,WN )とおき，Holevo相互情報量をI(P ;W )で表す．
� von Neumannエントロピーを用いた表式を定義にすることもある．

I(P ;W ) =

N∑
x=1

P (x)TrWx(logWx − logWP ) =

N∑
x=1

P (x)TrWx logWx −
N∑

x=1

P (x)TrWx logWP

=
N∑

x=1

P (x)TrWx logWx − TrWP logWP = H(WP )−
N∑

x=1

P (x)H(Wx) (12)

� これは古典相互情報量に対する次式に対応：

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
N∑

x=1

P (x)H(PY |X( · |x))
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10.7 Holevo相互情報量の性質と量子相互情報量

量子相対エントロピーの単調性から直ちに，次の性質が導かれる．

Holevo相互情報量の性質� �
Lemma 4.

(i) （非負性）I(P ;W ) ≥ 0 （等号成立 ⇐⇒ P (x) > 0であるすべてのxについてWx =WP）
(ii) （単調性）任意のCPTP写像Eについて，

I(P ;W1, · · · ,WN ) ≥ I(P ; E(W1), · · · , E(WN ))� �
Holevo相互情報量を含む量子相互情報量として次のものが知られている．� �

Definition 6 (量子相互情報量). 密度作用素ρAB ∈ HA ⊗HBに対して，

IρAB
(A;B) := D(ρAB ||ρA ⊗ ρB) (ρA := TrB ρAB , ρB := TrA ρAB) (13)� �

量子相対エントロピーの非負性から，直ちに，

IρAB
(A;B) ≥ 0 （等号成立 ⇐⇒ ρAB = ρA ⊗ ρB）

(5)と部分トレースの性質Tr ρAB(XA ⊗ IB) = Tr ρAXAより，

IρAB
(A;B) = Tr ρAB {log ρAB − log(ρA ⊗ ρB)}

= Tr ρAB log ρAB − Tr ρAB(log ρA ⊗ IB)− Tr ρAB(IA ⊗ log ρB)

= Tr ρAB log ρAB − Tr ρA log ρA − Tr ρB log ρB = H(ρA) +H(ρB)−H(ρAB)
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10.8 Holevo相互情報量と量子相互情報量の関係

� 密度作用素W1,W2, · · · ,WN ∈ S(H)と，確率分布P (x) (x = 1, 2, · · · , N)が与えられているとする．
� HAをdimHA = Nで正規直交基底{|x〉}Nx=1をもつHilbert空間とし，HB = Hとする．
� 合成系HA ⊗HBの密度作用素を

ρAB =

N∑
x=1

P (x) |x〉〈x| ⊗Wx

とおく（cq状態とよばれる）．このとき，

ρA = TrB ρAB =
N∑

x=1

P (x) |x〉〈x| , ρB = TrA ρAB =
N∑

x=1

P (x)Wx =WP

であるから，

ρA ⊗ ρB =
N∑

x=1

P (x) |x〉〈x| ⊗WP
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クロネッカー積表現を考えると，

ρAB =


P (1)W1 0

P (2)W2

. . .

0 P (N)WN

 (14)

ρA ⊗ ρB =


P (1)WP 0

P (2)WP

. . .

0 P (N)WP

 . (15)

このことから，cq状態ρABの量子相互情報量はHolevo相互情報量に他ならない．

D(ρAB ||ρA ⊗ ρB) =
N∑

x=1

Tr(P (x)Wx){log(P (x)Wx)− log(P (x)WP )}

=

N∑
x=1

P (x)TrWx(logWx − logWP ) = I(P ;W ) (16)
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10.9 von Neumannエントロピーの凹性 (concavity) と劣加法性 (subadditivity)� �
Lemma 5 (エントロピーとダイバージェンスの関係).

D(ρ||ρmix) = Tr ρ{log ρ− log( 1
dimHI)} = log dimH−H(ρ) (17)

ただし，ρmix =
1

dimHIは完全混合状態．これより，

H(ρ) = log dimH−D(ρ||ρmix) (18)� �
（注意）量子相対エントロピーの正値性より，H(ρ) ≤ log dimHと等号成立条件ρ = ρmixが導かれる．

Lemma 6 (von Neumannエントロピーの凹性，劣加法性).

(i) （凹性）任意の密度作用素ρ1, ρ2と，任意の0 ≤ t ≤ 1について，

H(tρ1 + (1− t)ρ2) ≥ tH(ρ1) + (1− t)H(ρ2) (19)

等号成立 ⇐⇒ t = 0, 1 または ρ1 = ρ2．
(ii) （劣加法性）任意の密度作用素ρAB ∈ HA ⊗HBについて，

H(ρA) +H(ρB) ≥ H(ρAB) (ρA = TrB ρAB , ρB = TrA ρAB) (20)

等号成立 ⇐⇒ ρAB = ρA ⊗ ρB .
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(iii) （強劣加法性）任意の密度作用素ρABC ∈ HA ⊗HB ⊗HCについて，

H(ρAB) +H(ρBC) ≥ H(ρABC) +H(ρB) (21)

（注意）条件付きvon Neumannエントロピーを用いると，(21)は以下のように書ける
（強劣加法性とよぶ理由である）．

HρAB
(A|B) +HρBC

(C|B) ≥ HρABC
(AC|B) (22)

（証明） (i)：密度作用素ρ1, ρ2と確率分布P (1) = t, P (2) = 1− tに対して，Holevo相互情報量を考える

I(P ; ρ1, ρ2) = H(tρ1 + (1− t)ρ2)− tH(ρ1)− (1− t)H(ρ2) ≥ 0

これより(i)が示された．
(ii)：量子相互情報量の正値性より

IρAB
(A;B) = H(ρA) +H(ρB)−H(ρAB) ≥ 0

(iii)：部分トレースをとる写像TrCはCPTP写像である．よって，量子相対エントロピーの単調性より，

H(ρA) +H(ρBC)−H(ρABC) = D(ρABC ||ρA ⊗ ρBC)

≥ D(ρAB ||ρA ⊗ ρB) = H(ρA) +H(ρB)−H(ρAB)

□
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