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1 木村　元 (AIST) 2/26講義

量子情報科学入門
量子力学系（量子効果・現象）を利用した様々な情報処理の原理や応用を研究する学問。
量子力学　情報科学　⇒　量子情報

（今回の講義の概要） 量子力学基礎論（測定 etc.）　←　量子計算理論　量子通信理論　量子推
定理論　⇒　エンタングルメント

（応用） 量子コンピューター　量子テレポーテーション　量子暗号

（Outline） 1. 量子力学の一般的枠組み

2. 量子力学の再定式化 -　操作論に自然な定式化

3. 量子情報理論入門 - 量子テレポーテーション、Dence Coding(高密度符号化)

（Motivation） 自然の解明　存在論　⇒　自然の可能性　認識論

1.1 数学の準備

Cd Hilbert space
ケットベクトル

|x⟩ :=

 x1

x2

xd

 ∈ Cd (1)

ブラベクトル
⟨x| := (x̄1, x̄2, x̄d) (2)

内積

⟨x|y⟩ = (x̄1, x̄2, x̄d)

 y1

y2

yd

 =
d∑

i=1

x̄iyi (3)

|x⟩⟨y| =

 x1

x2

xd

 (ȳ1, ȳ2, ȳd) =

 x1ȳ1 · · · x1ȳd

· . . . ·
xdȳ1 · · · xdȳd

 (4)

A:エルミート
固有値分解

A =
∑

i

ai|ai⟩⟨ai|

=
∑

j

aj(
∑

|aj⟩⟨aj |)

=
∑

j

ajPj (5)

ただし、{|ai⟩}: CONS
A|ai⟩ = ai|ai⟩ (6)
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∀|ψ⟩ ∈ Cd ∑
⟨ai|ψ⟩|ai⟩ = |ψ⟩ (7)

PjPk = δj,kPj (8)∑
Pj = 1 (9)

1.2 量子力学とは？

”原子や素粒子などの微視的な世界の現象を説明する物理の基礎理論”
~: Plank定数　≃ 6.626× 10−34J · s 大きさ　原子の大きさ　 1Å (= 10−10m) 　テニスボール

と原子　⇔　地球の大きさと 2cm

1.3 量子力学の”公理”

公理１ 全ての量子系には、一つの複素Hilbert space (H) が伴う。量子系の状態はHの単位ベク
トルであらわされる。

今日は dimH < ∞ H ≃ Cd

= d ⇒　 d準位量子系

= 2 ⇒　 qubit(量子ビット)系

例：qubit

|ψ⟩ =

(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

1√
2

(
1
1

)
(10)

（注意）全体の位相因子 (ejθ)の相違は同一視する。|ψ⟩ ≃ |ψ′⟩ = eiθ|ψ⟩

（注意）状態を足すことができる。（重ね合わせの原理）

（注意）全ての単位ベクトル（「状態ベクトル」と呼ぶ。）は状態とみなす。

公理２ 物理量（位置、運動量 etc.）Aはエルミート演算子で表される、測定値は、Aの固有値の
一つが確率的に得られる。固有値 aj を得られる確率は

Pr[aj ||A, |ψ⟩] = ⟨ψ|Pj |ψ⟩ (11)

（Bornの確率規則）

（注意）⟨ψ|Pj |ψ⟩ は確率分布か？⇔ ⟨ψ|Pj |ψ⟩ ≥ 0,
∑

j⟨ψ|Pj |ψ⟩ = 1

（注意）A: 縮退がない（Ａの固有値に重複度がない）場合

Pj = |aj⟩⟨aj | ⇒ Pr[aj ||A, |ψ⟩] = ⟨ψ|(|aj⟩⟨aj |)|ψ⟩ = |⟨aj |ψ⟩|2 |ψ⟩ =
∑

⟨aj |ψ⟩|aj⟩

（例） d = 2 qubit

Pauli行列

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
(12)

• エルミート

• 固有値 ±1
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• σ2
j = 1 ⇒　 σj はユニタリー

|↑⟩ =

(
1
0

)
|↓⟩ =

(
0
1

)
(13)

交換子
[A,B] = AB − BA (14)

[σx, σy] = 2iσz (15)

|ψ⟩ = 1
σ5

(
1
2

)
のとき、σz を測定すると

|ψ⟩ =
1√
5
|↑⟩ +

2√
5
|↓⟩ (16)

確率 1/5 で+1, 1/5 で−1

（注意）期待値

⟨A⟩ψ =
∑

aiPr[ai|A,ψ] = ⟨ψ|(
∑

aiPi)|ψ⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ (17)

（例）|ψ⟩ = |↑⟩ のとき σxを測定

⟨σx⟩ψ = ⟨ψ|σx|ψ⟩ = 0 (18)

→ 確率 1/2 で+1, 確率 1/2 で−1

（注意）全てのエルミート演算子は測定可能

（注意）A,B,Cを同時に測定できるとは限らない!→不確定性関係ただし、AとBが可換な
場合 ([A,B] = 0)、同時測定可能 ai, bj を得る結合確率分布は

　 Pr[ai, bj |A, B, |ψ⟩] = ⟨ψ|PA
i PB

j |ψ⟩ (19)

（注意）C = A + B 測定値の間に関数関係が定まるだろうか？← [A,B] = 0の場合、Aの
測定値 a + Bの測定値 b = C の測定値 c 一般には成り立たない。

（注意）Aの規格化された固有ベクトル ← 固有状態

固有状態⇔Aの確定的状態

（注意）測定後、状態は一般に変化する。

反復仮説: 　Aを測定して、aが得られたとするならば、その直後にAを測定すると、必ず
aが得られる。

A:非縮退
A|ui⟩ = ai|ui⟩ (20)

|ψ⟩ でAを測定 au →（波束の収縮）→ |ui⟩

（注意）σx, σz は互いに相補的⇔ σz の確定状態は、σxの最も不確定な状態 (vice versa)

（注意）
⟨ψ′|Pj |ψ′⟩ = e−iθ⟨ψ|Pje

iθ|ψ⟩ = ⟨ψ|Pj |ψ⟩ (21)
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公理３ 孤立系の状態の時間発展はユニタリー演算子Uで記述される。

|ψ⟩ −→ U |ψ⟩ (22)

t = t0 t = t1

(背後に Schrödinger eq.がある。)

公理４ 　二つの量子系H1, H2の豪勢系には、テンソル積Hilbert space H = H1 ⊗H2で記述さ
れる。H1 上で物理量Aは、H1 ⊗H2上では、A ⊗ 1に対応する。

（注意）|ϕ⟩, |ξ⟩をH1,H2の状態ベクトル⇒ |ψ⟩ = |ϕ⟩ ⊗ |ξ⟩: H1 ⊗H2の状態ベクトル: 積
状態（セパラブル状態）

|ψ⟩ ̸= : エンタングルド状態

（注意）H1での物理量A、H2での物理量Bは同時測定可能

（例）2つの qubit系の場合 ≃ C4

|ψ⟩ =
1√
2
(|↑⟩ ⊗ |↓⟩ − |↓⟩ ⊗ |↑⟩) (23)

n · σ = nxσx + nyσy + nzσz < n · σ1,m · σ2 >=
∑

aibjPj(ai, bj) = −n · m (24)

n = mのとき、⟨n · σ1, m · σ2⟩ = −1 ⇒ n · σ ⊗ 1 と 1 ⊗ m · σ　完全反相関

1.4 量子力学の再定式化

1.4.1 隠れた変数があるか？

⇒量子力学には隠れた変数？→ Bohm流、Nelson流 etc.
　しかし、”もっともらしい”仮定を課すと、量子力学には隠れた変数はなさそう。

Kochen-Speckerの定理 (1967) 量子力学 (dimH ≥ 3)では、整合性条件を満たす (文脈非依存
型)隠れた変数は存在しない。⇔全ての物理量には、観測には無関係に実在の値を持つ。

整合性条件A −→ (ν) −→ ν(A) ∈ {Aの固有値 }

If [A,B]=0 then
　ν(A + B) = ν(A) + ν(B), ν(AB) = ν(A)ν(B) (25)

EPRパラドックス (1935) 実在とは?(十分条件)

もし、系を乱さずに確実に値が予言できる時、その物理量に対応する実在の要素が存在する。

Bellの不等式 (1960) 量子力学には、局所隠れた変数は存在しない!

1.4.2 量子力学の再定式化

今まで |ψ⟩：状態ベクトル
今後 {pi, |ψi⟩} 確率 piで状態 |ψi⟩に準備→密度行列
今まで ρψ = |ψ⟩⟨ψ|
今後 ρ =

∑
pi|ψi⟩⟨ψi|
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Bornの確率規則
Pr[ak||A,P ] = Tr(ρPk) (26)

(i) ρψ のとき
Tr(ρψPk) = Tr(|ψ⟩⟨ψ|Pk) = ⟨ψ|Pk|ψ⟩ (27)

(ii) ρのとき

Tr(ρPk) = Tr[(
∑

pi|ψi⟩⟨ψi|)Pk] =
∑

pi Tr[|ψi⟩⟨ψi|Pk] =
∑

pi⟨ψi|Pk|ψi⟩ (28)

一般に、行列 ρが ρ ≥ 0, Tr ρ = 1 のとき、ρは密度行列と呼ぶ。

1. ρψ = |ψ⟩⟨ψ|, ρ =
∑

pi|ψi⟩⟨ψi|は密度行列

2. ∀ρ:密度行列は
ρ =

∑
pi|Pi⟩⟨Pi| (29)

以後、量子系の状態は密度行列で表される。ρ = |ψ⟩⟨ψ|と書ける時、純粋状態。それ以外は混合
状態

S(H) = {ρ ∈ M(Cd)|ρ ≥ 0, Tr ρ = 1}:凸集合
∀λ ∈ [0, 1], ρ1, ρ2 ∈ S(H)

λρ1 + (1 − λ)ρ2 ∈ S(H) (30)

Positive Operator Valued Measure (POVM)測定 一般的考察測定M とは、状態 ρに依存して、
測定値 {mi}が得られる確率が決まる。Pr[m|M,ρ]は以下の性質を満たす。

1. 確率分布

2. ρに関して affine⇔ ∀λ ∈ [0, 1]ρ1, ρ2 ∈ S(H),

Pr(mi|M,λρ1 + (1 − λ)ρ2) = λPr(m|M,ρ1) + (1 − λ)Pr(m|M,ρ2) (31)

5



Theorem 1. 一般に上記の (1)(2)を満たす測定は POVMで記述される。

Definition 1. POVM ⇔ M ∈ {Mj} s.t. Mj ≥ 0,
∑

Mi = 1

Pr[nj |M,ρ] = Tr[ρMj ] (32)

A =
∑

αjPj は observable Tr ρPj : {Pj}:POVMを PVMと呼ぶ。

Tr[U(ρ ⊗ σ)U †(1 ⊗ Pj)] = Pr[bj ] (33)

Theorem 2. ∀ POVM ∃(Hd, σ, U,B)

Tr(ρMj) = Tr[U(ρ ⊗ σ)U †(1 ⊗ Pj)] (34)

以後 (2)測定は POVM {Mi}で記述され、Pr(nj) = Tr(ρMj)

2 石坂　智 (NEC) 2/26講義

2.1 エンタングルメントとは？

（スライド）
測定のプロセス
PVM {Pi}

pi = Tr ρPi (35)

ρ −→ ρ′ =
1
pi

PiρPi (36)

|ψ⟩ −→ Pi|ψ⟩ (37)
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2.2 エンタングルメントの判定

還元密度行列 σAB

σA := TrB σ =
∑

k

⟨bk|σAB|bk⟩ (38)

σB := TrA σ =
∑

k

⟨ak|σAB|ak⟩ (39)

（例１）

|ψ⟩ = |00⟩ (40)

σAB = |ψ⟩⟨ψ| = |00⟩⟨00| = |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0| (41)

σA = TrB |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0| = |0⟩⟨0| (42)

（例２）

σAB =
1
2
|00⟩⟨00| + 1

2
|11⟩⟨11| (43)

σA =
1
2

(44)

|ψ⟩ =
1√
2
(|00⟩ + |11⟩) (45)

ρAB = |ψ⟩⟨ψ| (46)

ρA =
1
2

(47)

σA = ρAとなり、違う状態なのにもかかわらず、区別がつかない。
シュミットの分解定理 (スライド)

3 小川　朋宏 (電通大) 2/26講義

3.1 イントロ

量子操作　 quantum operation
　　通信路 channel

3.2 例

C2

|0⟩ =

(
1
0

)
, |1⟩ =

(
0
1

)
(48)

|ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩ (49)

1. bit flip

X =

(
0 1
1 0

)
(50)

X|0⟩ = |1⟩ (51)

X|1⟩ = |0⟩ (52)
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2. phase flip

Z =

(
1 0
0 −1

)
(53)

Z|0⟩ = |0⟩ (54)

Z|1⟩ = −|1⟩ (55)

3. Hadamard gate

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(56)

H|0⟩ =
1√
2
(|0⟩ + |1⟩) (57)

H|1⟩ =
1√
2
(|0⟩ − |1⟩) (58)

4. prob. 1/2 X operation: X|ψ⟩, prob. 1/2 Z operation: Z|ψ⟩

密度行列 (Density operator) |ψ⟩⟨ψ|

|ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩ (59)

純粋状態 (pure state)
出力は (notation: X† ⇔ X∗)

1
2
X|ψ⟩⟨ψ|X∗ +

1
2
Z|ψ⟩⟨ψ|Z∗ (60)

一方で

A =
1√
2
(X + Z) = H,B =

1√
2
(X − Z) (61)

prob. 1/2 A operation, prob. 1/2 B opetationをしたとすると、

1
2
A|ψ⟩⟨ψ|A∗ +

1
2
B|ψ⟩⟨ψ|B∗ =

1
2
X|ψ⟩⟨ψ|X∗ +

1
2
Z|ψ⟩⟨ψ|Z∗ (62)

3.3 量子通信路

記号の整理
H1,HA,HB,H2,
H ≃ Cd

L(H): dimH 正方行列全体
S(H): 密度行列全体
量子通信路の公理的定義

Definition 2 (quantum operation). E: L(HA) −→ L(HB) is called a quantum operation if

1. 線形性

8



2. 完全正値性 (Completely Positive)

HA E HA

ρA → E(ρA) (63)

HR ⊗HA を写すmapも quantum operationであって欲しい。

∀HR,∀XRA ∈ L(HR ⊗HA) XRA ≥ 0 ⇒ (I ⊗ E)(XRA)

　 (E1 ⊗ E2)(XR ⊗ XA) := E1(XR) ⊗ E2(XA) (64)

　の線形結合から与えられる。

3. Trace Preserving

3.4 Kraus表現

Definition 3. E : L(HA) −→ L(HB)は

(E)(X ) =
∑

k

EkXE∗
k (65)

Ek : HA → HB
∑

E∗
kEk = I

Lemma 1. Kraus表現⇒Quantum Operation

Proof. 1. 線形性　ＯＫ
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3.
Tr E(X) = Tr(

∑
k

EkXE∗
k) =

∑
k

TrE∗
kEkX = Tr X (66)

2. (I ⊗E)(XRA) =
∑

k(I ⊗Ek)XRA(I ⊗Ek)∗を示せばよい。これはXRA = XR ⊗XA のとき
を示せば、線形性より十分である。

　　 (I ⊗ E)(XR ⊗ XA) = XR ⊗ E(XA) (67)

3.5 パラメータ表現

Definition 4. QO = {E|E : L(HA) L(HB) is a quantum oepration }
d = dimHA,HR ≃ HA

|Φ⟩ =
1√
d

∑
|i⟩R ⊗ |i⟩A where {|i⟩} : CONS (68)

M(E) := (I ⊗ E)(|Φ⟩⟨Φ|) : Choi matrix ∈ S(HR ⊗ HA) (69)

Definition 5 (Choi map).

E → M(E)

∈ QO ∈ M (70)

M = {ρRB ∈ S(HR ⊗HB)|TrB ρRB =
IR

d
} (71)

Theorem 3. Choi map QO → M is one-to-one and affine (linear).

for 0 ≤ ∀t ≤ 1, E ,F ∈ QO

M(tE + (1 − t)F) = tM(E) + (1 − t)M(F) (72)

(tE + (1 − t)F)(X) = tE(X) + (1 − t)F(X) (73)

4 林　正人 (東北大) 2/27講義

測定に伴う状態変化 POVM M = {Mω}ω∈Ω ωが測定値、Ωが測定値の集合
状態 ρに対して、

Pr(ω) = Tr[Mωρ] (74)

という確率分布が定まる。
しかし、典型的な場合、

ρω =
1

TrMωρ

√
Mωρ

√
Mω (75)

∀ω ∈ Ωが射影 (PVM)のとき、

ρω =
1

TrMωρ
MωρMω (76)

(射影仮説)
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条件付き確率

Pr{A|B}(a|b) =
PrA,B(a, b)

PrB(b)
(77)

ρA
b =

1
Tr ρ̃(IA ⊗ MB

b )
TrB ρ̃(IA ⊗ MB

b ) = ρ′Ab (78)

と結論づけられる。なぜならば、Aで POVM {MA
a }で測るとする。

PrA,B(a, b) = Tr ρ̃(MA
a ⊗ MB

b ) = Tr ρ̃(IA ⊗ MB
b )(MA

a ⊗ IB)

= TrA[TrB(ρ̃(IA ⊗ MB
b ))MA

a = (Tr ρ̃(IA ⊗ MB
b ))(Tr ρ′Ab MA

a ) (79)

Tr ρ′Ab MA
a =

PrA,B(a, b)
PrB(b)

(80)

となるので、
ρA

b = ρ′Ab (81)

測定器のモデルを一般的に拡張してみる。

Theorem 4 (Naimark-Ozawaの拡張定理の修正版). ∀ POVM {Mω}ω∈Ω on H
∃ CONS {uω}ω∈ΩH0 = ⟨uω⟩
∃ρ0 : pure state on H0

∃U on H0 ⊗H
∃ PVM {Eω}ω∈ΩonH0 s.t.

1.
Tr ρMω = Tr(I ⊗ Eω)U(ρ ⊗ ρ0)U∗ (82)
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2. √
Mωρ

√
Mω = TrH0(I ⊗ Eω)U(ρ ⊗ ρ0)U∗ (83)

平均化演算子

O(M) =
∑
ω

xωMω (84)

−→ TrH0 [O(E ⊗ I)U(I ⊗ ρ0)U∗] = O(M) (85)

このとき、0 ≤ ∀λ ≤ 1,

Kω(λρ1 + (1 − λ)ρ2) = λKω(ρ1) + (1 − λ)Kω(ρ2) (86)

Pr(ω, b) = Pr(ω)Pr(b|ω) = TrA ρMω TrB
Kω(ρ)

TrA ρMω
MB

b

= TrB Kω(ρ)MB
b Pr(ω, b) = Tr Kω(λρ1 + (1 − λ)ρ2)MB

b (87)

Kω : LH(HA) −→ LH(HB): Hermite演算子の全体

1. ∀ξ ≥ 0 ⇒ Kω(ξ) ≥ 0 (Kω の正値性)
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2. ∀ξ̃ ≥ 0 on H⊗ Cn(∀n) ⇒ (Kω ⊗ I)(ξ̃) ≥ 0 (Kω の完全正値性)

ゆえにKω は完全正値写像となる。

(a) Kω は完全正値写像

(b) ∀ρ, Tr
∑

ω Kω(ρ) = 1 (なぜなら、
∑

ω TrKω(ρ) =
∑

ω Tr ρMω = 1)

Theorem 5. ∀{Kω}ω∈Ω (POVM {Mω}に対応) ∃ TP-CP map K ′
ω s.t. Kω(ρ) = K ′

ω(
√

Mωρ
√

Mω)

Theorem 6. {Kω}について以下は同値

1. {Kω}は (a)(b)を満たす。

2. ∃ 間接測定モデル (U,H0, ρ0, E) s.t.

Kω(ρ) = TrH0(I ⊗ Eω)U(ρ ⊗ ρ0)U∗ (88)

不確定性

1. 物理量Xについての不確定性

∆2
1(X, ρ) := Tr(ρX2) − (Tr ρX)2 = Tr ρ(X − (Tr ρX)I)2 (89)

2. 測定Mを行ったときのデータの不確定性

∆2
2(M,ρ) :=

∑
(xi − Eρ(M))2 Tr ρMiwhereM = (Mi, xi)i, Eρ(M) =

∑
xi Tr ρMi (90)

3. 物理量Xと測定Mとのズレを表す。

∆2
3(M,X, ρ) :=

∑
i

Tr(xiI − X)Mi(xiI − X)ρ (91)

∆2
2(M,ρ) = ∆2

3(M,O(M), ρ) + ∆2
1(O(M), ρ) (92)

Mの間接測定モデル

∆2
3(M,X, ρ) = ∆2

1(U
∗(I ⊗ O(E))U − X ⊗ I, ρ ⊗ ρ0)(H0, U, ρ0, E), (93)

∆2
3(M,X, ρ) = ∆2

3(M,O(M), ρ) + ∆2
1(O(M) − X, ρ) (94)

4. 状態変化 EEの後に測定Mを行ったとき、Xをどれだけ測定できるか？

∆4((E), X, ρ) = min
M

∆3(E∗(M), X, ρ) where E∗(M) = E∗(Mi), xi) (95)

5 林　正人 (東北大) 2/28講義

不確定性

1. 物理量Xについての不確定性

∆2
1(X, ρ) := Tr(ρX2) − (Tr ρX)2 = Tr ρ(X − (Tr ρX)I)2 (96)
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2. 測定Mを行ったときのデータの不確定性

∆2
2(M,ρ) :=

∑
(xi −Eρ(M))2 Tr ρMi where M = (Mi, xi)i, Eρ(M) =

∑
xi Tr ρMi (97)

3.

∆2
3(M,X, ρ) :=

∑
i

TrMi(xiI − X)ρ(xiI − X)

=
∑

i

Tr(I ⊗ Ei)U(xi − X ⊗ I)(ρ ⊗ ρ0)(xiI − X ⊗ I)U∗

= ∆2
1(U

∗(I ⊗ O(E))U − X ⊗ I, ρ ⊗ ρ0) (98)

Mの間接測定モデル

∆2
3(M,X, ρ) = ∆2

1(U
∗(I ⊗ O(E))U − X ⊗ I, ρ ⊗ ρ0)(H0, U, ρ0.E), (99)

∆2
3(M,X, ρ) = ∆2

3(M,O(M), ρ) + ∆2
1(O(M) − X, ρ) (100)

4.
Tr E(X)Y = Tr XE∗(Y )で E∗ (101)

(双対写像)を定義する。

状態変化 E の後に測定Mを行ったとき、Xをどれだけ測定できるか？

∆4((E), X, ρ) = min
M

∆3(E∗(M), X, ρ) where E∗(M) = {E∗(Mi), xi)} (102)

∆2
4({Kω}, X, ρ) = ∆2

4(K̄,X, ρ) where K̄ := (Kω(X) ⊗ |uω⟩⟨uω|) (103)

{uω}:正規直交基底

不確定性関係

1.

∆1(X, ρ)∆1(Y, ρ) ≥
Tr |√ρ[X,Y ]

√
ρ|

2
where A =

∑
i

aiPi (104)

のとき |A| =
∑

i |ai|Piとなる。

Tr ρX = Tr ρY = 0の場合を議論する。

0 ≤ (X ± iY )(X ± iY )∗ = (X ± iY )(X ∓ iY ) = X2 + Y 2 ∓ i[X,Y ] (105)

なので、X2 + Y 2 ≥ ±i[X,Y ]

√
ρ(X2 + Y 2)

√
ρ ≥ ±i

√
ρ[X,Y ]

√
ρ (106)

√
ρ[X,Y ]

√
ρ =

∑
j

aj |j⟩⟨j| (107)

⟨j|√ρ(X2 + Y 2)
√

ρ|j⟩ ≥ |⟨j|
√

j[X,Y ]
√

ρ|j⟩| (108)∑
j

⟨j|√ρ(X2 + Y 2)
√

ρ|j⟩ ≥ |
∑

j

⟨j|
√

j[X,Y ]
√

ρ|j⟩| (109)

Tr ρ(X2 + Y 2) ≥ Tr |√ρ[X,Y ]
√

ρ| (110)

∆2
1(X, ρ) + ∆2

1(Y, ρ) ≥ Tr |√ρ[X,Y ]
√

ρ| (111)
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X に tX を代入して任意の tで以下の式が成り立たなければならない。

∆2
1(X, ρ)t2 − t Tr |√ρ[X,Y ]

√
ρ| + ∆2

1(Y, ρ) ≥ 0 (112)

(判別式) ≤ 0

∆1(X, ρ) · ∆1(Y, ρ) ≥
Tr |√ρ[X,Y ]

√
ρ|

2
(113)

2.

∆3(M,O(M), ρ) · ∆4(Kω, Y, ρ) ≥
Tr |√ρ[O(M), Y ]

√
ρ|

2
where {Kω} (114)

はM = {Mω}に対応している。

3. POVM
{(Mi, x

′
i, x

2
2)}iO

′(M) =
∑

Mix
′
i, O

2(M) =
∑

Mix
2
i (115)

∆3(M,O′(M), ρ) · ∆3(M,O2(M), ρ) ≥
Tr |√ρ[O′(M), O2(M)]

√
ρ|

2
(116)

6 石坂　智 (NEC) 2/28講演

|ψ⟩AB =
√

p0|00⟩ +
√

p1|11⟩ + · · · (117)

6.1 局所操作と古典通信 (LOCC)

(スライド)
LOCCはエンタングルメントを生成できない。

6.2 エンタングルメントの定量化

|ϕ+⟩ =
|0⟩A|0⟩B + |0⟩A|0⟩B

2
(118)

基本単位 (ebit) entangled bit (EPR状態、Bell状態)

n ebit = |ϕ+⟩ ⊗ |ϕ+⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕ+⟩ := |ϕ+⟩⊗n = (
|0⟩A|0⟩B + |0⟩A|0⟩B

2
)⊗n (119)

=
1√
2n

(|00 · · · 0⟩A|00 · · · 0⟩B + |11 · · · 1⟩A|11 · · · 1⟩B) =
1√
2n

2n−1∑
i=0

|i⟩A|i⟩B (120)

=
1√
d

d−1∑
i=0

|i⟩|i⟩ (121)

log d : d項の直交状態の重ね合わせ = log d ebit
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6.3 エンタングルメントの濃縮

|ψ⟩ =
√

p|00⟩ +
√

1 − p|11⟩ (122)

|ψ⟩⊗2 = (
√

p|00⟩ +
√

1 − p|11⟩) ⊗ (
√

p|00⟩ +
√

1 − p|11⟩)

=
√

p2|00⟩A|00⟩B +
√

(1 − p)2|11⟩A|11⟩B +
√

2p(1 − p)
(
|01⟩A|01⟩B + |10⟩A|10⟩B√

2

)
(123)

Aliceは 2つの量子ビットに対して、”I”の数 (k)を決める。

Pk=0 := |00⟩⟨00|, Pk=1 := |01⟩⟨01| + |10⟩⟨10|Pk=2 := |11⟩⟨11| (124)

の projective measurementをすればよい。
k = 1 (確率 2p(1 − p)) −→ 1 ebit (kを教えるのを LOCCで行う。)

|ψ⟩⊗n =
∑

k

√
nCkpk(1 − p)k

(
|0 · · · 1 · · ·⟩|0 · · · 1 · · ·⟩ + · · ·√

nCk

)
(125)

kが出たときには、log(nCk) ebit

n ebit =
∑

k

nCkp
k(1 − p)n−k logn Ck (n ≫ 1)

≃ log nCn(1−p) ≃ n(p log p − (1 − p) log(1 − p)) = nS(p) (126)

where S(p)は binary entropy
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6.4 量子データ圧縮

|ξ⟩⊗n = (
√

p|0⟩ +
√

1 − p|1⟩)⊗n (127)

n bit string −→ m bit stringにデータ圧縮 (nS(p))

典型系列 ”1”の数が n(1 − p)の状態 |00 · · · 11 · · ·⟩ → |0000000000⟩
nCn(1−p) 項 · · · → |0000001111⟩ → 2m =n Cn(1−p) → m = nS(p)

それ以外 出現しないと近似

6.5 エンタングルメントの希釈

(スライド)
|ϕ+⟩⊗nS(p) LOCC−−−−→

希釈
|ψ⟩⊗n LOCC−−−−→

濃縮
|ϕ+⟩⊗nS(p) (128)

つまり、LOCCは可逆 = エンタングルメント損失ゼロ

|ψ⟩ =
√

p|00⟩ +
√

1 − p|11⟩ (129)

つまり、|ψ⟩⊗n — S(p) ebit持っている。

S(p) ebit = −p log p − (1 − p) log(1 − p) (130)

6.6 混合状態のエンタングルメント

σ =
1
2
|ϕ+⟩⟨ϕ+| + 1

2
|ϕ−⟩⟨ϕ−| where |ϕ±⟩ =

|00⟩ ± |11⟩√
2

(131)

σ =
1
2
[
|00⟩ + |11⟩√

2
⟨00| + ⟨11|√

2
+

|00⟩ − |11⟩√
2

⟨00| − ⟨11|√
2

=
1
2
|00⟩⟨00| + 1

2
|00⟩⟨00| (132)

Definition 6. σが積状態の混合で書けない⇔ σはエンタングルしている

1. σ = σ′
A ⊗ σ′′

B : 無相関状態 (uncorrelated state) (含 純粋状態)

2. σ =
∑

i piσ
(i)
A ⊗ σ

(2)
B

3. エンタングルド状態

正写像
Λ : σA −→ σ′

A ≥ 0 (133)

完全正写像 (物理的な操作)
(IA ⊗ ΛB)σAB− > σAB ≥ 0 (134)

σがエンタングルしていない。⇔ σ =
∑

i piσ
(i)
A ⊗ σ

(ii)
B ⇒

(I ⊗ ΛB)(σAB) =
∑

i

piσ
(i)
A ⊗ Λ(σ(ii)

B ) ≥ 0 (135)

この対偶を考える。Λ は正写像があって、(I ⊗ ΛB)(σAB) ̸≥ 0 ⇒ σAB はエンタングルしている。
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6.7 混合状態のエンタングルメント判定

6.7.1 ペレス判定法

Λを転置: 正写像 (Λ(σA) ≥ σT
A ≥ 0)

(I ⊗ Λ)σAB = σTB
AB =

∑
aijkl|i⟩⟨j| ⊗ |k⟩⟨l| ̸≥ 0 (136)

⇒ σはエンタングルしている。

σAB =
∑

aijkl|i⟩⟨j| ⊗ |k⟩⟨l| (137)

（例）

|ϕ+⟩ =
|00⟩ + |11⟩√

2
(138)

σAB = |ϕ+⟩⟨ϕ+| =
|00⟩⟨00| + |00⟩⟨11| + |11⟩|00⟩ + |11⟩⟨11|

2
(139)

σTB
AB =

|00⟩⟨00| + |01⟩⟨10| + |10⟩|01⟩ + |11⟩⟨11|
2

= 固有値 {1
2
,
1
2
,
1
2
,−1

2
} (140)

6.7.2 縮約判定法

Λ(X) = (Tr X)I − X (141)

Λ(σA) = I − σA ≥ 0 (142)

(I ⊗ σA)σAB = TrB σAB ⊗ IB − σAB = σA ⊗ IB − σAB ̸≥ 0 (143)

⇒ σAB はエンタングル

|ϕ+⟩ =
|00⟩ + |11⟩√

2
(144)

σAB = |ϕ+⟩⟨ϕ+| (145)

σA =
I

2
(146)

IA ⊗ IB

2
− |ϕ+⟩⟨ϕ+| =固有値 {−1

2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
} ̸≥ 0 (147)

２つの量子ビット (C2 ⊗ C2)と C2 ⊗ CN をペレス判定法が縮約 C2 ⊗ C2 と C2 ⊗ C3 と C2 ⊗ C4

の時は逆も成立 (σTB
AB ≥ 0⇒ σAB はエンタングルメントしていない。)

6.8 混合状態とLOCC

(スライド)
ペレス判定法と蒸留 [Horodecki]の証明の outline
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LOCC

σAB = (ai ⊗ I)σAB(a†i ⊗ I) → σ′′
AB = (I ⊗ bj(i))σ′

AB(I ⊗ b∗j (i)) = (ai ⊗ bj(i))σAB(a∗i ⊗ b∗j (i))
(148)

σ′
AB =

∑
i

(ai ⊗ bi)σAB(a∗i ⊗ b∗i ) (149)

σTB
AB ≥ 0 (150)

LOCC σAB =
∑

i

(ai ⊗ bi)σAB(a∗i ⊗ b∗i ) = σ′
AB (151)

σ′TB
AB =

∑
i

(ai ⊗ b̄i)σ
TB
AB(a∗i ⊗ bT

i ) ≥ 0 (152)

|ψ⟩TB ≥ 0 (153)

⇔ |ψ⟩はエンタングルメントしていない。

7 小川　朋宏 (電通大) 2/28講演

量子テレポーテーション ベル基底

|Φ±⟩ =
1√
2
(|00⟩ ± |11⟩) (154)

|Ψ±⟩ =
1√
2
(|01⟩ ± |10⟩) (155)

|ψ⟩ ⊗ |Φ+⟩ = (α|0⟩ + β|1⟩) ⊗ 1√
2
(|00⟩ + |11⟩)

=
1
2
|Φ+⟩ ⊗ (α|0⟩ + β|1⟩) + |Φ−⟩ ⊗ (α|0⟩ − β|1⟩) + |Ψ+⟩ ⊗ (α|1⟩ + β|0⟩) + |Φ+⟩ ⊗ (α|1⟩ − β|0⟩)

(156)

手順

1. Aliceは入力系と自分の系の合成系に対して、Bell基底で測定

2. 測定結果を Bobへ
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3. Bob

(a) |Φ+⟩ → そのまま

(b) |Φ−⟩ → Z

(c) |Ψ+⟩ → X

(d) |Ψ−⟩ → ZX

パラメータ表現HR ≃ HA, dimHA = d, |Φ⟩ = 1√
d

∑
i |i⟩ ⊗ |i⟩ Choi map (Choi isomorphism):

E −→ M(E) = (I ⊗ E)(Φ)

∈ 量子通信路全体 ∈ M =
{

ρRB ∈ S(HR ⊗ HB),TrB ρRB =
IR

d

}
(157)

Theorem 7. Choi mapは one to one、 affine

Lemma 2. Choi mapは単射、affine
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Proof.

M(E)(I ⊗ E)(|Φ⟩⟨Φ|) =
∑

|i⟩⟨j| ⊗ |i⟩⟨j| =
1
d

∑
|i⟩⟨j| ⊗ E(|i⟩⟨j|) = (E(|i⟩⟨j|)) (158)

affine性も明らか。

Lemma 3. Choi mapは全射

Proof. M ∈ M ⇒ ∃E : linear, CPTP M(E) = M を示す。

M =
∑

|i⟩⟨j| ⊗ Mij (159)

EM (|i⟩⟨j|) = Mij (160)

作り方により、M(E) = M は自明。以下で、CP性を示す。← Kraus表現を持つことを示す。

Claim 1. (E : HA → HB) −→ (IR ⊗ E)|Φ⟩は one to one, linear

M =
∑

k |Φk⟩⟨Φk| と分解。すると、∃Ek(k = 1, 2, 3, · · · ) s.t. |Φk⟩ = (IR ⊗ Ek)|Φ⟩ −→

M =
∑

k

(IR ⊗ Ek)|Φ⟩⟨Φ|(IR ⊗ E∗
k) =

∑
|i⟩⟨j| ⊗ (

∑
Ek|i⟩⟨j|E∗

k) (161)

TrB M = IR
d より TPを示せる。

7.1 Kraus ⇔ Steinespring

Steinespring表現

Definition 7. V : HA → HB isometry (等長) ⇔ ∀|x⟩∀|y⟩⟨x||y⟩ = ⟨V x|V y⟩ = ⟨x|V ∗V y⟩
⇔ ⟨x|(V ∗V − I)y⟩ = 0

Definition 8. E = TrE V XV ∗ with some HE, V : HA → HB ⊗ HE isometryを Steinspring
表現と呼ぶ。

Remark 1. V はHA ⊗HB ⊗HE 上のユニタリ行列に拡張できる。

Lemma 4. Kraus ⇒ Steinespring
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Proof. given (X ) =
∑

k EkXE∗
k , Ek : HA → HB with

∑
k E∗

kEk = IA HE = Cn

V : |ψ⟩ ∈ HA →
∑

Ek|psi⟩ ⊗ |k⟩ where |k⟩ HE 上での CONS
このとき、|ψ⟩, |ϕ⟩ ∈ HAに対して

⟨V ψ|V ϕ⟩ =
∑

(⟨Ekψ| ⊗ ⟨k|)(El|ϕ⟩ ⊗ |l⟩) =
∑

⟨Ekψ|Elϕ⟩⟨k|l⟩

=
∑

⟨Ekψ|Ekϕ⟩ = ⟨ψ|
∑

k

E∗
kEkϕ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩ (162)

TrE V |i⟩⟨j|V ∗ = TrE

∑
k

∑
l

(Ek|i⟩ ⊗ |k⟩)(⟨j|E∗
l ⊗ ⟨l|) (163)

TrE

∑
Ek|i⟩⟨j|El ⊗ |k⟩⟨k|j⟩ =

∑
Ek|j⟩⟨j|E∗

k (164)

Lemma 5. Steinsprings ⇒ Kraus

(証明はプリント参照)

7.2 量子暗号

(スライド)

7.3 量子暗号の安全性

仮定：

1. 送信状態と受信状態が一致 (厳密に)

2. Eveの盗聴は毎回同じ

(1)より

E(|0⟩⟨0|) = |0⟩⟨0| (165)

E(|1⟩⟨0|) = |1⟩⟨0| (166)

E(|0⟩⟨1|) = |0⟩⟨1| (167)

E(|1⟩⟨1|) = |1⟩⟨1| (168)
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となる。
noiseと Eveを環境系とみる。
Steinespring表現

E(ρA) = TrE V ρAV ∗ (169)

V : HA → HB ⊗HE

HA ≃ HB ≃ C2

Lemma 6 (No cloning). |ψ⟩, |ϕ⟩ ∈ HA⟨ψ||ϕ⟩ ̸= 0とする。このとき、

E(|ψ⟩⟨ψ|) = |ψ⟩⟨ψ| (170)

E(|ϕ⟩⟨ϕ|) = |ϕ⟩⟨ϕ| (171)

とすると、

V |ψ⟩ = |ψ⟩ ⊗ |ξ⟩ (172)

V |ϕ⟩ = |ϕ⟩ ⊗ |ξ⟩ (173)

Proof. 仮定より

V |ψ⟩ = |ψ⟩ ⊗ |ξψ⟩ (174)

V |ϕ⟩ = |ϕ⟩ ⊗ |ξϕ⟩ (175)

と書ける。(なぜなら、Schmidt分解)
上記の二式の内積をとると

⟨ψ|ψ⟩ = ⟨V ψ|V ϕ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩⟨ξψ|ξϕ⟩ (176)

つまり、⟨ξψ|ξϕ⟩ = 1でなくてはならない。
よって、BB84では、∃|ξ⟩

V |0⟩ = |0⟩ ⊗ |ξ⟩ (177)

V |1⟩ = |1⟩ ⊗ |ξ⟩ (178)

V |+⟩ = |+⟩ ⊗ |ξ⟩ (179)

V |−⟩ = |−⟩ ⊗ |ξ⟩ (180)

23


