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von Neumann エントロピー

定義：ρ ∈ S(H)の von Neumann エントロピー

H(ρ) = −Tr ρ log ρ

性質：

(1) 正値性 (positivity)

H(ρ) ≥ 0 (等号成立 ⇔ ρが純粋状態)

(2) 最大値

H(ρ) ≤ log dimH (等号成立 ⇔ ρ = I/ dimH)

(3) 凹性 (concavity)
任意の密度作用素 ρ1, ρ2と 0 ≤ p ≤ 1に対して

H(pρ1 + (1 − p)ρ2) ≥ pH(ρ1) + (1 − p)H(ρ2)



von Neumann エントロピー 性質の続き

(4) 劣加法性 (subadditivity)
合成系HA ⊗HB (二体系)上の密度作用素 ρAB に対して

H(ρA) + H(ρB) ≥ H(ρAB)

(5) 強劣加法性 (strong subadditivity)
合成系HA ⊗HB ⊗HC (三体系)上の密度作用素 ρABC に対して

H(ρAB) + H(ρAC) ≥ H(ρA) + H(ρABC)

(6) 二体系の密度作用素 ρAB が純粋状態ならば

H(ρA) = H(ρB)

このとき，これを entropy of entanglementという．

他にユニタリ不変性，加法性を満たす．



量子通信路（量子操作, quantum operation）

記法：L(H)はヒルベルト空間H上の線形作用素全体

定義：量通信路は線形写像

E : L(HA) → L(HB)

で，次の条件を満たすものとして定義される．

(1) 完全正値性 (complete positivity)
任意の系HRと任意のXAB ∈ L(HA ⊗HR)について

XAB ≥ 0 ⇒ (E ⊗ IR)(XAB) ≥ 0

ただし，IRは恒等写像である．

(2) トレース保存条件 (trace preserving condition)
任意のX ∈ L(HA)に対して Tr[E(X)] = Tr[X]



量子通信路の表現

.
Theorem (量子通信路の表現)
..

.

. ..

.

.

写像 E : L(HA) → L(HB)について以下は同値．
(1) E は量子通信路である．
(2) クラウス表現 (Kraus representation)
線形作用素Ei : HA → HB の組 {Ei}で

∑
i E

∗
i Ei = IAを満たすもの

が存在して
E(ρ) =

∑
i

EiρE∗
i

(3) シュタインスプリング表現 (Stinespring representation)
あるヒルベルト空間HE (環境系, environment system) と等距離作用
素 (isometry) V : HA → HB ⊗HE が存在して

E(ρ) = TrE [V ρV ∗]



量子相対エントロピーとその性質

定義：密度作用素 ρ, σに対して

D(ρ||σ) = Tr[ρ(log ρ − log σ)]

.
Theorem (単調性, monotonicity)
..

.

. ..

.

.

任意の量子通信路 E に対して

D(ρ||σ) ≥ D(E(ρ)||E(σ))

.
Theorem (単調性等号成立条件)
..

.

. ..

.

.

D(ρ||σ) < ∞のとき以下は同値．
(1) D(ρ||σ) = D(E(ρ)||E(σ))
(2) 量子通信路Rが存在してRE(ρ) = ρ, RE(σ) = σ



量子相対エントロピーの性質続き

(1) 正値性 (positivity)

D(ρ||σ) ≥ 0 (等号成立 ⇔ ρ = σ)

(2) 結合凸性 (joint convexity)
任意の密度作用素 ρ1, ρ2, σ1, σ2 と 0 ≤ p ≤ 1に対して

D(pρ1 + (1 − p)ρ2||pσ1 + (1 − p)σ2)
≤ pD(ρ1||σ1) + (1 − p)D(ρ2||σ2)

(3) ユニタリ作用素 U に対して

D(UρU∗||UσU∗) = D(ρ||σ)

(4) 加法性 (additivity)

D(ρA ⊗ ρB||σA ⊗ σB) = D(ρA||σA) + D(ρB||σB)

(5)
D(ρ||σ) < ∞ ⇔ ran ρ ⊆ ranσ

ただし，ran は作用素の値域である．



量子相対エントロピー：測定に関する単調性

単調性の特別な場合として，測定に関する単調性が得られる．

密度作用素 ρ, σと POVM E = {Ex}に対して，
測定値が従う確率分布

px = Tr[ρEx], qx = Tr[σEx]

これらの古典的ダイバージェンス

DE(ρ||σ) =
∑

x

px(log px − log qx)

測定に関する単調性

D(ρ||σ) ≥ DE(ρ||σ)

等号成立する POVMが存在するのは ρと σが可換であるときのみ．



量子相対エントロピーの計算例

H = C2, S(H)の Stokesパラメータ

ρ =
1
2

(
1 + z x − iy
x + iy 1 − z

)
(x2 + y2 + z2 ≤ 1)

(ρ ≥ 0 ⇔ 固有値がすべて 0以上 ⇔ x2 + y2 + z2 ≤ 1)

計算例

ρx =
1
2

(
1 x
x 1

)
, σz =

1
2

(
1 + z 0

0 1 − z

)

D(ρx||σz)
= Tr[ρx(log ρx − log σz)]
= −H(ρx) − Tr ρx log σz

=
1 + x

2
log

1 + x

2
+

1 − x

2
log

1 − x

2
− 1

2

(
log

1 + z

2
+ log

1 − z

2

)
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量子仮説検定問題

帰無仮説 対立仮説

誤り確率

検定 (test)
is true

is true

2つの測定結果をもつ POVM

（第一種）

（第二種）

または
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漸近論

検定 (test)
is true

is true

または

誤り確率

例：
 

i.i.d. 条件
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誤り確率のトレードオフ

定数制約問題

指数制約問題

トレードオフ

最大化
最適値は ?

ベイズ誤り確率

（Stein type）

（Hoeffding type）

（Chernoff type）
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量子 Stein の補題 （定数制約問題）

量子相対エントロピー

定理 ：
 

量子 Stein の補題 （i.i.d. 条件）

≦ ：
 

順定理，Hiai-Petz 1991 [5]
≧ ：

 
逆定理，Ogawa-Nagaoka 2000 [6]



Holevo 相互情報量 (Holevo information, Holevo quantity)

.
Definition (Holevo 相互情報量)
..

.

. ..

.

.

量子通信路 E : S(HA) → S(HB)と S(HA)上の確率測度 pに対して

I(p; E) = Ep[D(E(ρ)||E(σp))] where σp = Ep[ρ]

ここでEp[ · ]は密度作用素 ρに関する平均

Ep[ · ] =
∫
S(HA)

· p(dρ)

確率測度 pが密度作用素の集合 {ρ1, ρ2, . . . }にのみ正の確率を持つ
離散的な確率分布 p = {p1, p2, . . . }のとき，

I(p; E) =
∑

i

piD(E(ρi)||E(σp)) where σp =
∑

i

piρi



Holevo 相互情報量の性質

簡単な計算により I(p; E) = H(E(σp)) − Ep[H(E(ρ))]
.
Theorem (単調性, monotonicity)
..

.

. ..

.

.

任意の量子通信路 E , F に対して

I(p; I) ≥ I(p; E) ≥ I(p;F ◦ E)

.
Theorem (単調性等号成立条件)
..

.

. ..

.

.

状態族 S ⊂ S(H)と量子通信路 E に対して以下は同値
(1) 量子通信路Rが存在して ∀ρ ∈ S, R ◦ E(ρ) = ρ

(2) S 上の忠実 (faithfull)な確率測度 pが存在して

I(p; I) = I(p; E)

(3) S 上の任意の確率測度 pに対して

I(p; I) = I(p; E)
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量子通信路とメッセージ伝送

省略

入
力
文
字

Shannon限界を越える

アファイン
トレース保存
完全正



39n 次拡大量子通信路によるメッセージ伝送

符号化

量子通信路

メッセージ

復号 = 測定
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通信路容量の操作的定義

平均誤り確率

目的

符号

定義 ：
 

通信路容量
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量子通信路符号化定理

Holevo
 

(1996), Schumacher-Westmoreland (1997)

○
 

Holevo相互情報量

○
 

量子相対エントロピー




